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HAUPTAUFSÄTZE 


Über das Ausknicken von Gittermasten, insbesondere von 
hohen Funktürmen. 


Von Ludwig Föppl in München. 


ei einem Gittermast (s. Abb. I) unterscheidet man zwischen den Gurtstäben, die die, 


Drucklast bzw. das Biegungsmoment aufzunehmen haben, und den Gitterstäben, die 


hauptsächlich zur gegenseitigen Absteifung der (urte dienen. Kämen für die Bereehnung der 
Knieklast nur die durchlaufenden, aus einem Stück gedachten Gurte an sich 


in Betracht, so würde sich als Knieklast die Summe der Knieklasten der ein- 
zelnen Gurte ergeben, ein bei hohen Gittermasten sehr geringer Wert, der 
nur einen kleinen Bruchteil der wirklichen Knicklast des Gitterträgers dar- 
Man sieht daraus, daß für die Bereehnung der Knicklast die Gitter- 
Die Niehtberücksiehtigung der 


stellt. 


stäbe eine sehr wesentliche Rolle spielen. 
Versteifung durch die Gitterstäbe stellt demnach eine untere Grenze der 
Knicklast dar, die wir mit 7’, bezeichnen wollen. 
bei einem prismatischen Gitterträger mit drei gleichen Gurten als dreifacher 
Wert der Knicklast des einzelnen Gurtstabes. 
Knicklast stellen wir eine obere Grenze P’, gegenüber, indem wir als Wirkung 
der gegenseitigen Versteifung der Gurte dureh die Gitterstäbe das Eben- 
bleiben des aus den drei Gurten bestehenden Gesamtquersehnittes des Gitter- 
Handelt es sich um einen hohen Träger, so 
daß die Eulersche Knicklast in Frage kommt, so wäre jetzt als Trägheits- 
moment ./, das des ganzen (Juerschnittes einzusetzen; also wäre bei einem 
prismatischen Gittermast, dessen drei Gurte die Eeken eines gleichseitigen 
Dreiecks von der Seitenlänge A ausmachen, angenähert 


trägers voraussetzen wollen. 


wobei F den Querschnitt eines Gurtes bedeutet, während für die Berechnung 
der obigen Grenzknicklast P, sich das Trägheitsmoment 


a? 


berechnet, wobei angenommen ist, daß die Querschnitte der Gurte gleichseitige Dreiecke von 


N 


Sıe berechnet sich z. B. 


Dieser unteren Grenze der 


Abb. 1. 


der Kantenlänge «a und der Querschnittsfläche F sind. 
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Bei einem Verhältnis = 10 würde sich demnach für J, der 400fache Betrag von J, 


berechnen und, da die Eulersche Knicklast proportional dem Trägheitsmoment ist, würde 


> 


dasselbe Verhältnis auch für pP gelten. Bei der Berechnung von P, ist eine starke Ver- 


steifung vorausgesetzt worden, wie sie praktisch bei einem Gitterträger kaum erreicht wird. 
Wegen dieser gegenüber der Wirklichkeit zu hoch angenommenen Steifigkeit des Trägers 
liegt die wirkliche Knieklast unter dem Wert P,. Es wird bei der Berechnung von P, die 
Wirkung der Gitterstäbe auf die Knicksteifigkeit des ganzen Trägers gewissermaßen idealisiert, 
indem man von der Formänderung, die die Gitterstäbe in Wirklichkeit erleiden, ganz absieht, 
sondern ihnen eine ganz bestimmte vorschreibt, so nämlich, daß die Gesamtquerschnitte eben 
bleiben. In Wirklichkeit muß natürlich die Formänderungsarbeit, die die Gitterstäbe beim 
Ausknieken aufnehmen, berücksichtigt werden. 

Nun kann man aber noch einen anderen Grenzfall betrachten, indem man das Aus- 
knieken der Gitterstäbe allein voraussetzt, so daß die parallelen Gurte einer Gitterseite beim 
Ausknicken parallel bleiben im Gegensatz zum obigen Fall, der zu der Knicklast P, geführt 
hat. Es bedeutet dies gleichfalls eine idealisierte Versteifung gegenüber der wirklichen Knick- 
steifigkeit des Gitterträgers. Bezeichnen wir die unter dieser Voraussetzung sich ergebende 
Knieklast mit 7,, so wird die wirkliche Knicklast P auch kleiner als P, sein. Die beiden 
Grenzfälle, die zu den Knicklasten P, und 7’, führen, gehören zu Formänderungszuständen, 
die teilweise auch bei der wirklichen Knicklast P auftreten. Es liegen hier die Verhältnisse 
ähnlich wie bei zwei hintereinander geschalteten Federn von den Federkonstanten e, bzw. e,. 
Bekanntlich wird die Federkonstante e der Gesamtanordnung aus der Beziehung 


gewonnen. Es soll nun in «dieser Arbeit untersucht werden, inwieweit die entsprechende 
Gleichung 
1 l 1 


zur Berechnung der Knicklast P aus den unter vereinfachten Annahmen berechneten Knick- 
lasten P, und 7’, brauchbar ist. Wir würden hier entsprechend der bei Federn üblichen 
Ausdrucksweise von einer Hintereinanderschaltung von Knicksteifigkeiten sprechen. Genau 
so wie bei Federn gibt es auch eine Parallel- oder Nebeneinanderschaltung von Knicksteifig- 
keiten. So würde der aus Gl. (1) sich berechnende Wert P, der allein von der Versteifung 
dureh die Gitterstäbe herrührt, noch eine Erhöhung um den oben erwähnten Wert P, erfahren, 
so daß es sich hierbei um eine Nebeneinanderschaltung handeln würde. Uber die mindestens 


angenäherte Gültigkeit der einfachen Addition parallel geschalteter Knicksteifigkeiten zur 


Erlangung der gesamten Knicklast wird wohl kaum ein Zweifel bestehen. Dagegen wird 
(Gl. (1), die sich bei mehreren hintereinandergeschalteten Knicksteifigkeiten mit den jeweiligen 
Knieklasten 7’; zu 


verallgemeinern läßt, wie wir zeigen werden, nur ausnahmsweise gültig sein, aber doch in 
vielen Fällen eine gute Näherung abgeben*) Es sei in diesem Zusammenhang darauf hin- 


gewiesen, daß eine zu Gl. (2) ähnliche Beziehung für die näherungsweise Berechnung kritischer 


Drehzahlen von schwanken Wellen besteht, die man als Dunkerley sche Formel bezeichnet). 


Einfaches Beispiel einer Hintereinanderschaltung von Knicksteifigkeiten. Ein vertikal ge- 
richteter, am unteren Ende fest eingespannter Stab (s. Abb. 2) von der Länge 21, dessen 
oberes Ende ganz frei ist, hat bekanntlich, wenn man das Gewicht des Stabes vernachlässigen 
kann und wenn er hinreichend schlank ist, die Eulersche Knicklast 


EJ zEJ 


P = N (21? 16 1: . . . . . . . . . . . . (9). 


Man kann sich die gesamte Knicksteifigkeit des Stabes aus zwei Teilen zusamınengesetzt 


denken. indem man einmal die obere Hälfte des Stabes als absolut starr ansieht und unter 


dieser Annahme die Knieklast berechnet — sie soll P, heißen — und das andere Mal um- 


*, Die genaue Theorie findet man in dem Aufsatz von R.v. Mises und J. Ratzersdorfer: ‚Die Knick 
sicherheit von Fachwerken*. Diese Zeitschr. 5 (1925). 8. 218. 
S. Stodola: „Dampf- und Gasturbinen*, 5. Aufl., S. 394. 
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zekehrt die untere Hälfte als absolut starr annimmt und wiederum die Knicklast berechnet, 

die wir mit P, bezeichnen wollen. Der letztere Wert läßt sich nach Euler sofort berechnen: 

EJ 

2 4 

Zur Berechnung von P, wollen wir von der Energiemethode Gebrauch machen. Dabei geht 

man von einer bestimmten, naheliegenden Gestalt der elastischen Linie aus und berechnet 

hierfür einerseits die Senkung /,, die die Last P, infolge des seitlichen Ausweichens des 

Stabes erfährt, und andererseits die Formänderungsarbeit U,, die infolge der Biegung vom 
Stab aufgenommen wird. Aus der Beziehung 


(4). 


erhält man die Knicklast PP. 
Wird die Ausbiegung der elastischen Linie mit y(#) bezeichnet, so ist die senkrechte 


Verkürzung 


und die aufgespeicherte Formänderungsarbeit der Biegung 


ar... 


wie aus der Gleichung der elastischen Linie 


d’y 
da? 


durch Einsetzen in den Ausdruck für die Formänderungsarbeit 


Abb. 2. 


A » IM? dr 
) 


hervorgeht. | 
Wir machen hier für die Gestalt der elastischen Linie im Bereich «0 bis .« — I den 
naheliegenden Ansatz 


\ 


der den Grenzbedingungen am eingespannten Ende „0 genügt und für = I die willkürlich 
wählbare Auslenkung gibt. Die Ordinaten y im Bereich bis 21 sind durch den 


Wert F | er Ö, 7 und durch die Annahme der absoluten Starrheit bestimmt. Es wird dann 
und 
|, 
Aus Gl. (5) folgt dann 
U, EJ 


12% 
Da es sich um eine Hintereinanderschaltung von zwei Knicksteifigkeiten handelt, wenden wir 
die Formel (1) an und finden 


oder 

E.J 
> *.) 

6 — 0,62 (lila), 

also den genauen Wert nach Gl. (3). 
1° 
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Daß bei diesem Beispiel der exakte Wert herauskomnit, ist Zufall und erklärt sich aus 
der Überlagerung zweier Fehler, die sich gerade aufheben; denn erstens haben wir einen 
Fehler gemacht. indem wir nach Gl. (5) eine bestimmte Form der elastischen Linie voraus- 
gesetzt haben, die «der wirklichen zwar nahe kommt, wie die Integration der Differential- 
eleichung der elastischen Linie zeigen würde, aber doch von ihr etwas verschieden ist. 
Würde man mit Hilfe der angenommenen Gestalt der elastischen Linie nach der Energie- 
methode in üblicher Weise die Kniecklast berechnen, so würde man einen zu großen Wert für 
die Knieklast erhalten. Dieser Fehler liegt im Wesen der Energiemethode und muß mit 
dieser Methode in Kauf genommen werden. Wie schon oft gezeigt worden ist?), bleibt dieser 
Fehler in kleinen Grenzen, wenn eine einigermaßen naheliegende Gestalt der elastischen Linie 
angenommen wird. Der zweite Fehler, den wir gemacht haben, besteht in der Anwendung 
der Näherungsformel (1), die tatsächlich bei diesem Beispiel, wie wir bald sehen werden, 
nieht exakt gilt. Beide Fehler heben sich zufällig gegenseitig auf, so daß der genaue Wert 
der Knieklast herauskommt. Man sieht daraus, daß der Fehler, der durch Anwendung von 
Gl. (1) gemacht wird, von derselben Größenordnung, in diesem Fall sogar ebenso groß, ist wie 
der Fehler der Energiemethode. 

Wir wollen das Beispiel ferner dazu verwenden, um die gesamte Senkung des oberen Stab- 
endes zu bereehnen, die von der Aufeinanderfolge der beiden Kniekungen herrührt. Bei der 
Kniekung durch 7’, wobei die obere Stabhälfte als starr angenommen wird, senkt sich das 
Stabende um den Betrag /, nach Gl. (9), in der ö, als willkürlich wählbarer Parameter auf- 
tritt. Lassen wir nachträglich auch die obere Stabhälfte ausknieken und setzen als Gestalt 
der elastischen Linie für den Bereich z=1 bis #—=2I 


(12), 
nit dem neuen, willkürlich wählbaren Parameter ö,, so erhält man eine weitere Senkung des 
oberen Stabendes im Betrage 


(/dy\’ | a(2 — 1) \° 
> \(9, >] + >] >] dx — 
| 
oder 
. 1: 
161 Ö, . . . . . . . . . . . . . . . (13). 
Die gesamte Senkung / ergibt sich demnach zu 


d. h. als quadratische Funktion der Parameter 9, und d,. Entsprechend erhält man die ge- 
samte Formänderungsarbeit der Biegung aus der Summe der beiden Einzelbeträge zu 


Hier fehlt im Gegensatz zu dem Ausdruck für 4 das von dem gemischten Produkt 9, od, ab- 
hängige Glied in der quadratischen Funktion. 
Die Knicklast 


P 


| 


ist nur von dem Verhältnis r abhängig. Man kann nun die Frage aufwerfen, wie dieses 


Verhältnis zu wählen ist, damit P zum Minimum wird. Wieweit diese Frage mit der 
Näherungsformel (1) zusammenhängt, soll in dem Folgenden gezeigt werden, wo die Frage- 
stellung allgemein behandelt werden soll. 


Die Hintereinanderschaltung zweier Knicksteifigkeiten in allgemeiner Darstellung. Wir 
wollen, ähnlich wie beim vorhergehenden Beispiel, annehmen, daß zuerst nur die eine Knick- 
steifigkeit durch die Knicklast P, überwunden wird, wobei die andere Knicksteifigkeit als 
unendlich groß angenommen wird, und daß darnach erst die zweite Knicksteifigkeit berück- 
sichtigt wird, die für sich allein die Knicklast P, erfordern würde. Der Parameter, der die Form- 


®) S. z.B. A. u. L. Föppl: Drang und Zwang, Bd. II, 2. Aufl., S. 305. 
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änderung beim Ausknicken im ersten Fall charakterisiert, heiße x,. Dazu kommt bei Berück- 
siehtigung der anderen Knieksteifigkeit noch ein zweiter Parameter «x, hinzu. Die beiden Para- 
meter x, und =, entsprechen den Größen 0, und d, des vorigen Beispiels. Entsprechend 
(Gl. (14) bzw. Gl. (15) läßt sich die Arbeit der äußeren Kraft P bzw. die Formänderungsarbeit 
in allgemeiner Form ansetzen: 


Mit #,--0 erhält man aus A= U die Knicklast 


+6,82, 
darstellt, d.h. noch vom Verhältnis _, abhängt. 


Wie schon erwähnt, könnte man den Minimalwert von P aus der letzten Gleichung be- 
stimmen, der dann sicher die beste Annäherung an die wirkliche Knieklast darstellt, die auf 
diesem Wege erreichbar ist. An Stelle der Minimumsbedingung kann man auch das Prinzip 
(ler virtuellen Verrückungen anwenden, das auf das gleiche Resultat führt. Wir werden es 
hier benützen und denken uns zu dem Zweck einen Kniekzustand, der durch irgend zwei 
Parameterwerte x, und «, gekennzeichnet sei. Da dieser Zustand einem Gleichgewieht ent- 
spricht, muß bei einer unendlich kleinen Störung dieses Gleichgewichts die Arbeit der Last 
Pd gleich der Anderung der potentiellen Energie dU sein. Aus Pdi=dA folgt nach 
den Gl. (17) und (18) 

Darin sind die Differentiale d.x, und dx, beliebig wählbar. Nehmen wir zunächst d., = 0 
an, so daß nur die unendlich kleine Störung Ö.r, übrig bleibt, so erhält man aus Gl. (22) 


und entsprechend mit dx, 


Aus Gl. (23) folgt mit Berücksichtigung von Gl. (19) 
| l 
2 or 
und aus Gl. (24) mit Berücksichtigung von Gl. (20) 
P P, + . . . . . . . . . . . . (26). 
Damit Gl. () „ep + „ erfüllt ist, muß 
I 
| 
(27) 
und zugleich 
| 98 
(25) 
gelten. Aus den beiden letzten Gleichungen folgt dann 
1.3 


s 
N 
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Andererseits ist wegen der Gl. (19) und (20) 


so daß als Bedingung für die Gültigkeit von Gl. (1) die Beziehung folgt: 


Im allgemeinen Fall folgt aus dem Gleichsetzen der rechten Seiten von Gl. (25) 
und (26) und mit der Abkürzung 


die Gleichung 2. Grades 
Die Lösung dieser Gleichung lautet 
I | 773 
oder mit Benützung von Gl. (26) 


Für den Fall, daß die Beziehung (31) gültig ist, geht auch aus der letzten Gleichung 
genau Gl. (1) hervor. Zugleich erkennt man daraus, daß nur das positive Vorzeichen der 
Wurzel brauchbar ist. Zur Abschätzung des Fehlers, den Gl. (1) gegenüber der genauen 
(1l. (35) ausmacht, schreiben wir jetzt Gl. (1) noch einmal an, wobei wir an Stelle von P die 
Bezeichnung einführen: 

1 1 + | 
pP 


- 


(36). 


Es lassen sich dann aus Gl. (35) und Gl. (36) folgende Beziehungen ableiten: 


Außerdem weiß man, daß wegen Anwendung der Energiemethode der wirkliche Kniekwert 
höchstens gleich P ist, im allgemeinen aber etwas kleiner als P sein wird. 

Der Vorteil der Näherungsgleichung (36) gegenüber der genauen Gl. (35) besteht haupt- 
sächlich darin, daß man den Beiwert a,, nicht zu kennen braucht, um Gl. (36) anzuwenden, so 
daß man wegen der Gl. (19) und (20) mit den Beiwerten a,,, @,,, b,, und b,, allein auskommt. 

Die Anwendung dieser allgemeinen Überlegungen auf das Beispiel des letzten Ab- 
schnittes ergibt die folgenden Beiwerte: 


3 n° 7 | 
(2161 
n® 
E.J 
3a" 1,14 n? 0,62 
Daraus folgt und 


(l. (31) ist hier also nicht erfüllt; demnach muß Gl. (35) und nicht Gl. (36) zur Berechnung 
der Knieklast herangezogen werden: diese Gleichung liefert wegen 


| _ a, 4 
den Wert 
5 147 oder P-068 7 


Im Wesen der Energiemethode liegt es, daß der so gefundene Wert P größer ist als der wirk- 
liche Kniekwert, der nach Gl]. (11a) 0,62 


4e 


beträgt. 
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I 


Das Ausknicken eines Gitterträgers in seiner Ebene. Schon zu Beginn unserer Aus- 
führungen haben wir die wirkliche Knicksteifigkeit eines Gitterträgers aus zwei hintereinander- 
reschalteten Knicksteifigkeiten zusammengesetzt angenommen, deren einzelne Knicklasten wir 
mit P, bzw. P, bezeichnet haben. Die Berechnung von P’, war schon auf S. 2 angegeben. 


Dieser Knicklast entspricht das auf S. 1 berechnete Trägheitsmoment J, - F- , für den aus 
drei Wänden bestehenden Gittermast. Beim ebenen Gitterträger, von dem Abb. 3 ein Einzel- 
feld darstellt, ist J, = 25’ F, wenn wieder F den einzelnen Gurtquersehnitt bedeutet und 2b 
den Abstand der beiden Gurten. Damit berechnet sich die Knieklast P, unter der Voraus- 
setzung einer einseitig eingespannten, am freien Ende durch P, belasteten Gitterseite, die in 
ihrer Ebene ausknickt, zu 

EJ, 


Wir kommen zur Berechnung von P, und wollen hierzu die Energiemethode anwenden. Die 
Arbeit der Knicklast P, beträgt (s. Abb. 3) 


wenn wir nur ein Einzelfeld des Gitterträgers in Betracht ziehen. Bei einem prismatischen 
Gitterträger ist dies gestattet, da die Last 7, alle Felder in gleicher Weise wie dieses eine 
beansprucht. Die Arbeit der Last P, wird bei der hier betrachteten virtuellen Verschiebung 
als Formänderungsarbeit in den beiden Diagonalen aufgespeichert. Von der Formänderungs- 
arbeit, die etwa die Gurte aufnehmen, können wir jetzt bei Berechnung von P, ganz absehen. 
Die Diagonalstäbe werden durch die vorausgesetzte Formänderung auf Zug bzw. Druck bean- 
sprucht. Wird ihre Längenänderung mit AI bezeichnet, so beträgt «die Formänderungsarbeit 


P,= (38). 


für beide Diagonalstäbe U,=3:— 41-8 
oder wegen des Hookeschen Gesetzes 
7 
EFa 

| 

I/ worin S die Stabkraft, F, den Querschnitt und 7 die Länge eines 

Y Diagonalstabes bedeutet. Aus Abb. 3 ergeben sich folgende geo- 
x metrische Beziehungen: 

/ | 
Ä ; ; Al=a-ß-cosy; 

| sin y 

ferner die Proportion 
Abb. 3. 4 woraus folgt. 
ap 


Mit diesen Werten erhält man nach Gl. (40) 


und aus der Energiegleichung 
die Knicklast 


Unter Anwendung der Näherungsformel (1) 


1 | | 
r 
würde sich eine resultierende Knicklast 
PP 
P-P 172 (43 
0 + + ) 


berechnen, wenn man unter P,, wie eingangs erwähnt, die Knicklast der beiden Gurte für 
sich versteht. Die letzte Formel stimmt mit einer von Prandtl?) gegebenen Knickformel für 
(Gitterträger, die er auf ganz anderem Wege abgeleitet hat, überein. 


3) L. Prandtl: „Knieksicherheit von Gitterstäben“, Z.d.V.d.I., Bd. 51, 1907, S. 1867. 
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Für den Fall. daß der Gitterträger nieht zylindrisch ist, sondern daß er als steile 
Pyramide gebaut ist, nach Art von Abb. 4, die das Modell eines Funkturmes darstellt, gilt 
für P, an Stelle von Gl. (42) näherungsweise die folgende: 


7 
p >E | Fa; cos” 4; 


1 


Darin bedeuten » die Anzahl der Felder der Pyramidenseiten, !; und Fa; Länge und (Quer- 
sehnitt der Diagonalen, a; die Höhe des einzelnen Feldes und y; den Winkel der Diagonale 
gegen die Horizontale (s. Abb. 5). Gl. (44) geht für die zylindrische Gitterseite in Gl. (42) 
über. Eine entsprechende Mittelbildung ist im Fall der Pyramidenseite bei der Berechnung 
von P’, vorzunehmen. Legt man Gl. (35) zugrunde, so würde für J, zu setzen sein 


„ 


J, b;’ . F'; 


worin F, die Querschnittsflächen der Gurte im “ten Feld und 2b; deren Abstand bedeutet 
(s. Abb. 


N SIT 
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Ahh, 4. Abb. ı. Abb. 6. Abh. 7. 


Bevor wir nun Gl. (1) auf ein bestimmtes Beispiel eines Gitterträgers anwenden, wollen 


wir zunächst im folgenden für dasselbe Beispiel, nämlich die Funktürme des Großsenders 
Mühlacker, die Knieklast auf ganz anderem Wege aus einem beobachteten Schwingungsversuch 
einwandfrei berechnen, um dann Gl. (1) damit vergleichen zu können. 


Bestimmung der Knicklast aus Schwingungsversuchen. Bei den Funktürmen des Groß- 
senders in Mühlacker, die eine Höhe von nahezu 100 m besitzen und von denen Abh. 6 ein 
Modell darstellt, ist durch Schwingungen, die angeregt wurden, festgestellt worden, daß 
der Turm in einer Minute 55 volle Schwingungen ausführt. Wir wollen aus dieser An- 
vabe und bei bekannter Gewichtsverteilung des etwa 60 t schweren Holzturmes die Knick- 
last berechnen. Ähnliche Aufgaben sind schon behandelt worden 


Hier soll ein anderer 
Weg, der rascher zum Ziele führt, eingeschlagen werden. 


A. Sommerfeld: „Eine einfache Vorriehtung zur Veranschaulichung des Kniekvorganges“, Z. d. V.d.]1. 
1009, S. 1320. 


l.. Foöppl: „Bestimmung der Knieklast eines Stabes aus Schwingungsversuchen‘“, August Föppl-Fest 
schrift 1924, S. 82. 
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Wir wollen von der Energiemethode Gebrauch machen. Dabei gehen wir von folgender 
Gestalt der elastischen Linie der Turmachse aus: 


d. h. der Turm soll harmonische Schwingungen von der Frequenz 8 ausführen. Das Gewicht 
des Turmes oberhalb eines beliebigen Querschnittes x beträgt 


sel 


dabei wird mit 4(#) das Gewicht des Turmes pro laufenden Meter bezeichnet. Vom einzelnen 
Element von der Länge d.r rührt der folgende Betrag der Arbeit der äußeren Kräfte her (s. Abb. 7): 


dx 


und damit wird die gesamte Arbeit der äußeren Kräfte 


m 1 (/dy\® 
0 
Von der potentiellen Energie der Biegung rührt der Betrag 
0 
und von der kinetischen Energie 
V: 


worin g die Erdbeschleunigung bedeutet. Da ein Austausch zwischen potentieller und kine- 
tischer Energie im Verlauf jeder Schwingung erfolgt, so gilt 


_ 


Indem man für y den Ansatz nach Gl. (46) benützt, geht die letzte Gleichung unter Berück- 
siehtigung der Gl. (48) bis (50) über in 


I 
») 2 


Die linke Seite der Gleichung setzt sich aus der Endlast P und der vom Eigengewicht her- 
rührenden Belastung, deren Einfluß auf das Knieken durch das Integral gegeben ist, zusammen. 
Beim Funkturm ist der letztere Anteil beträchtlich größer als der erstere, der nur das Gegen- 
freie Stabende bezogene Eigengewicht des Stabes. Es liegt daher nahe, für beide Anteile 
zusammen eine reduzierte Kraft 7,,, einzuführen: 


gewicht des Antennenzuges darstellt. Das mit — multiplizierte Integral bedeutet das auf das 


2 


0 

Bei gegebener Belastung 4(#) läßt sich wegen Gl. (47) P,.. leicht berechnen. Es geht dem- 

nach Gl. (52) über in 


P+ 


I 


\ 


Mit zunehmender Last P,., nimmt /, die Frequenz der Schwingung, ab; #—=0 entspricht der 


Knicklast 


\ 
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Das Integral auf der rechten Seite der Gleichung läßt sich nieht ohne weiteres auswerten, 
weil man das Trägheitsmoment ./ (x), das für den Kniekvorgang maßgebend ist, nicht kennt. 
Man kann aber die im vorigen Abschnitt mit P, bezeichnete Knicklast, die der einen von 
beiden hintereinandergeschalteten Knicksteifigkeiten entspricht, daraus ableiten, indem man 
als Trägheitsmoment J(r) das der Gurten, bezogen auf die zur Achse des Turmes senkrecht 
stehende Gerade, versteht. Für den Mühlacker Turm °) mit 1--98m und E= 100000 kg/em? 
(Kiefernholz) wird 
\ | >| )a = 382 m’ 
u 
und damit 


Nachdem für die Mühlacker Türme die Frequenz 


l 
p 
30 "sec 


bekannt ist, läßt sich aus den beiden Gl. (54) und (55) durch Elimination des noch unbe- 


kannten Integrals cos? 


57) die Knieklast berechnen zu 


Die zahlenmäßige Berechnung für die Mühlacker Türme ergibt 


| l cos a7) z=681, 
| 
\ () sin? 107. 


Das Gegengewicht des Antennenzuges beträgt P = 1t; damit erhält man nach Gl. (53) 

und nach Gl. (57) 

Pe: = = . . . (58). 
Die Mühlacker Türme besitzen demnach für Ausknicken als Ganzes eine so hohe Knicksicher- 
heit, daß schon längst vor Erreichen dieser Grenze die Zerstörung des Turmes durch Über- 
schreiten der Drucekfestiekeit des Holzes bzw. durch Ausknicken der einzelnen Gurtstäbe in 
ihren Feldern eintreten würde. Die Voraussetzung für diese Überlegung ist, daß die vier 
(urte des Turmes dureh Innenversteifungen daran gehindert werden, in der Weise auszu- 
knieken, daß das eine diagonal gegenüberliegende Paar von ihnen nach innen, das andere 
dagegen gleichzeitig nach außen ausknickt. Diese Knickgefahr, die bei dreiseitigen Gitter- 
masten nicht in Betracht kommt, ist viel größer als die oben berechnete Knickgefahr des 
Turmes als Ganzes®). 

Wie zu erwarten war, ist die wirkliche Knieklast, wie sie sich nach Gl]. (58) als strenge 
Lösung im Sinn der Enmergiemethode berechnet, kleiner als der Wert P,, der sich aus Gl]. (56) 
ergibt. Zur Bereehnung von P, dient Gl. (44), die für die Mühlacker Türme unter Berück- 
sichtigung, daß zwei gegenüberliegende Pyramidenseiten zugleich ausknieken müßten, den Wert 
annimmt. 

Die Anwendung der Näherungsformel (1) unter Benutzung der Werte von P, und P, 
nach Gl. (56) bzw. Gl. (59) gibt 


Fr 
P= = 18001 (60). 
P,+P, 
Vergleicht man damit den aus Schwingungsversuchen bestimmten Wert nach Gl. (58), so 
findet man eine Übereinstimmung, die praktischen Bedürfnissen entspricht. 24%) 


5) Jeh verdanke diese Angaben dem freundlichen Entgegenkommen der Firma K. Kübler-Stuttgart, die die 
Mühlacker Türme gebaut hat. 


6%, Auf die Frage des Auskniekens von Gittermasten ohne Innenversteifung werde ich an anderer Stelle eingehen. 


E 
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Beitrag zur Berührung gewölbter Oberflächen beim ebenen 
Formänderungszustand. 


Von Constantin Weber in Dresden. 


ie Untersuchung entstand aus der praktischen Aufgabe, für das Scheibensystem nach Abb. la 
D mit ebenem Formänderungszustand 0) die Zusammendrückung und hierzu Spannungs: 
und Formänderungszustand zu ermitteln. Das System besteht aus zwei prismatischen Körpern 
nit dazwischenliegender Walze. Von Belang war der Unterschied der Zusammendrückung des 
zegebenen Systemes und des Systemes nach Abb. Ib ohne Zwischenwalze. 


p 
2 
7 
| | 
4 | 7 2a: 
7 
N 
E13 
N N N N 
N N 
x | N | N [RA2ZTZZaub Druck verteilung 
auf die Halbebene 
Abb. la u. b, b und Abh. ». 


Spannungsverteilung und Formänderung in der Nähe der Berührungsstrecke. Erfolgt zwischen 
Halbebene und Walze eine Berührung unter Kraft nach Abb. 2 (2a olme Kraft, 2b mit Kraft P), 
so erhält man die Berührungsstrecke 2a mit elliptischer Kraftverteilung. H. Hertz gab die 
Lösung des dreidimensionalen Problemes und leitete die Endergebnisse des zweidimensionalen 
Problemes durch Grenzübergang ab. Ich will den Spannungszustand des zweidimensionalen 
Problemes unmittelbar angeben. 

Die Spannungen der Halbebene 40 für beliebige senkrechte Belastung lautet: 


+y 


Hierin ist 9 eine Potentialfunktion, die am Rande 4-0 der Belastung gleich ist. (Hierzu 
kann eine beliebige, gleichmäßige Spannung in .«-Richtung hinzukommen, die jedoch Null wird, 
wenn bei endlicher Gesamtbelastung für # = + ® die Spannung 0.0 werden soll.) 


Für den gegebenen Fall wird: 


JT 
und 
| 
Für gehen alle Spannungen 
für y=0, wird 
|z|=0 wird 0o,=0,: pyli—-»’a, 1y=0 
für wird 9,=—plalYa — ua). 2 22.20.26). 


Durch den Spannungszustand ist der Formänderungszustand mit bestimmt. Ich berechne 
nur die Verschiebung v in y-Riehtung, da sie für die Zusammendrückung von Belang ist. 
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Setzen wir q = ie PD ebenfalls eine Potentialfunktion ist, so erhält man: 
I+rv 
Aus g nach Gl. (2) erhält man durch Integration P und hieraus 
iz 
— 
I+rv vH la a 


Für >» geht der Ausdruck der Gl. (8) gegen & wie - p(l—v)aln 2 yja). 
Für erhält man im Gebiete = a 


p(l — v?) 
E a’ 
also eine Begrenzung mit der Krümmung 


Hieraus läßt sich die Lösung für die Berührung zweier beliebiger parallelen Walzen ab- 
leiten. Für die Halbebene und Walze vom Halbmesser r (bei gleichen E) wird o=2r. 
Hieraus in Verbindung mit Gl. (3) und (9) 


—»’)r 
| 


JT 


Spannungen und Formänderung der Walze, Abb. 3, Halbmesser r, Koordinatenanfang im 
Mittelpunkte. Den Spannungszustand erhält man in gleicher Weise wie bei der Walze mit 
zwei konzentrierten Einzelkräften durch Überlagerung folgender drei Spannungszustände: 


l. Halbebene 4-2 — r, Kraft P verteilt nach Gl. (5), 
2. Halbebene r, Kraft P verteilt nach Gl. (5), 


P 
3. Allseitige Normalspannung von der Größe 0, 6,: den Rand der Walze 
spannungslos zu machen. j 


"ür die Normalspannung in y-Riehtung erhält man in der Symmetrielinie == 0: 
2P| | | 

a 2rf 


Die Verschiebung des oberen Berührungspunktes wird: 


(il). 


>= E \oudh. 
Der Einfluß von o, infolge der Querdehnung fällt fort, da aus der Gesamtbelastung in #-Richtung 
\oydy folgt. 


Man erhält: 


E Aa 
und falls ar ist: 
> / 4r 
E an a 


Die Zusammendrückung der ganzen Walze ist doppelt so groß. 


Spannungen und Formänderung des prismatischen Körpers. Näherungslösung. Von Belang 
ist der Unterschied zwischen dem Zustande nach Abb. la und demjenigen nach 1b. Dieser 
Unterschied wird verwirklicht nach Abb. 4a durch eine Druckkraft mit elliptischer Verteilung 
auf der kleinen Druckstreeke 2a und durch die auf die Breite b gleichmäßig verteilte Zug- 
belastung P/b. Die Gesamtkraft in y-Riehtung wird hierdurch Null, und in gewisser Ent- 
fernung vom Unterrande werden Spannungen und Formänderung bedeutungslos. 
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Der gesuchte Spannungszustand wird wie folgt aufgebaut: 

1. Auf die Halbebene „= 0 wirken am Rande konzentrierte periodische 
Druckkräfte P in den Punkten 2=0, +5, +25 usw. und eine 
gleichmäßig verteilte Zugbelastung P’/b, Abb. 4b. 

2. Im Punkte 2=0 wird eine konzentrierte Zugkraft P und eine auf 
die Druckstrecke 2a elliptisch verteilte gleichgroße Druckkraft über- ) 
lagert, Abb. te. Ein gleicher Ersatz in den anderen Punkten erübrigt 
sich. falls a <Zb ist. Schneidet man nun aus der Halbebene den | 
Streifen, der durch x = + b/2 begrenzt ist, heraus, Abb. 4d, so erhält 

| 
N 


u man einen prismatischen Körper, an dessen Unterrande die richtige 
Belastung verwirklicht ist. Die Seitenränder sind jedoch nicht ganz 
spannungsfrer. Man erhält eine Näherungslösung: diese wird weiter 
unten dadurch verbessert, daß Spannungszustände überlagert werden, I% , 
die die  Seiten- N 

spannungen au | 
heben. Der Span- 


nunes- und Form- 7 | 

änderungszustanc 
der  Näherungs- 

lösung ergibt sich | p | Ä p 
aus Gl. und - 


mit: a d 
Abb. 4a, 


N 


N 


db P 22 | iz\\ 


Das erste Glied jedes Ausdruckes entspricht den periodischen Druckkräften, das zweite 
der BIeIChMERRgeN Zugbelastung, das dritte der einzelnen Zugkraft, das vierte der elliptisch 
auf 2a verteilten Druckkraft. Für Werte z> a hebt sich das dritte mit dem vierten Gliede 
praktisch fort, da nur Glieder mit (a/z)’ in Gl. (13) bzw. (a/z)’ in Gl. (14) und höhere Potenzen 
nachbleiben 

Die Spannung an den Seitenrändern « — + 5/2 wird folglich: 

97% b (a ylb))' 

Für „=0 wird diese Spannung = P’/b, für y 0,6 b/a wird sie =0, für größere Werte negativ 
und nimmt für y>b rasch ab. Die ganze Seitenkraft wird: 


Die positiven und negativen Seitenkräfte sind gleichgroß, die in der Nähe des unteren Randes 
auftretenden Zugspannungen geben die Kraft 
y= 0,6 


\o,.d2e=009 P. 
Y —0 


Die Geringfügigkeit dieser Kräfte läßt vermuten, daß ihre Vernachlässigung für die Zu- 
sammendrückung bedeutungslos ist. Um die Zusammendrückung zu bestimmen, wird für die 
Symmetrielinie 2 =0 die Verschiebung berechnet. 

E P \ 
y—- +1+1 — y)la a? 


Für y=0 wird 
1—v’P 


44 


Hierdurch ist die Zusammendrückung eines prismatischen Körpers gegeben. 


| 
(7) 3 
| \ 
| 
| 
| 
ab- 
-2 
116). 
im 
mit | 
| 
12). 
ang 
ung 
| 
‘nt- 
2 
| 
| | 
- 


Ztsehr. f. angew. 


14 Weber. Berührung gewölbter Oberflächen beim Formänderungszustand Math. und Mech. 


Der Unterschied der Zusammendrückung des ganzen Systems nach Abb. la und des 
Systemes ohne Zwischenwalze wird: 


2P1 


h 
(16). 
4 Pl 4br FE 


In 


7 ra? 7 


Die gesamte Zusammendrückung wird unabhäneie vom Krümmuneshalbmesser der Walze. 
sıg 


Verbesserung der Näherungslösung. Die geringfügigen Spannungen der seitlichen Ränder 
sind noch dureh eine Überlagerung zu beseitigen. Es genügt hierbei die Untersuchung eines 
Streifens von der Höhe h’ 2b nach Abb. te. Dieses Stück stellt die Hälfte eines Recht- 
eekes mit h  2h’—=4b dar. Ich berechne dazu den Unterschied der Zustände eines Recht- 
eckes bh mit A 4b, auf das oben und unten die einzelne Druckkraft P in der Mitte und 
die gleichmäßige Zugbelastung P/b wirkt, und eines unendlichen wagerechten Streifens von 
der Höhe A» mit periodischen Druckkräften im Abstande b und gleichgroßer Zugbelastung 
(so daß der Streifen dureh eine Aneinanderfügung gleicher Rechtecke entsteht). 

Die Berechnung wird wie folgt durchgeführt: Die Belastung des wagerechten Streifens 
wird in eine Reihe von eos-Gliedern zerlegt. Der Spannungszustand des Streifens (o,', Txy, 
o,) läßt sich in Reihenentwieklung angeben. Bei dem aus dem Streifen herausgeschnittenen 
nechteeke treten an den Seitenrändern Spannungen auf. Das Rechteck wird nun als Teil 
eines senkrechten, periodisch belasteten Streifens betrachtet. Hierzu wird die gefundene 
Seitenspannung in eine cos-Reihe zerlegt und durch eine neue zu überlagernde Belastung auf- 
gehoben. Diese Belastung gibt einen Spannungszustand , 0, ) mit Spannungen am 
Ober- und Unterrande Längenänderung in y-Riehtung tritt hierdurch jedoch 
nicht auf. Die neue Spannung des Ober- und Unterrandes wird durch eine dritte zu über- 
lagernde Belastung mit den Spannungen 0%”, "xy. 0, aufgehoben usf. Die zu über- 
lagernden Belastungen nehmen schnell ab. Für die Zusammendrückung sind nur die Be- 
lastungen auf Ober- und Unterseite von Belang und nur von 0,” an, da der Unterschied 
zwischen unendlichen Streifen und Einzelrechteck gesucht wird. 


Durchführung der Berechnung der Verbesserung. 


1 der Belastung des Ober- und Unterrandes 


Bei dem unendlichen wagerechten 
Streifen erhält man für das Einzelglied cos » 


den Spannungszustand 


Öx | pn zımn cosn 
Iny ‚ _öny eny 
mit 
( — 
Th ah 
Abkürzungen: | 
£ ah ah 
, 
) 
Schneidet man das Rechteek aus dem Streifen, so erhält man die Seitenspannung 
’ > 


Nun wird der senkrechte Streifen von der Breite b periodisch so belastet, daß die 
Spannungen zwischen nach Gl. (15) aufgehoben werden. Die Randspannung 
der Überlagerung erhält man durch Fourrier-Zerlegung: 


rn 
| | 
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9) 
„ 
\ A, cos 4 
h 
mit 
4 
on 
7 + 2 


Hierdurch entsteht eine Spannung am Ober- und Unterrande. Um diese zu beseitigen, ist 
Ober- und Unterrand des wagerechten Streifens erneut periodisch zu belasten. Die Belastung 


1° | | \ 11" m’ cos m 
(20). 

\/nh\? | ‚ab ] | 
ji 2 2 


Im gegebenen Falle ist A/b—=4 genommen und als erste Belastung der Seiten b Einzel- 
kräfte P und eine gleichmäßige Zugbelastung P/b, so daß die erste Belastung durch die Reihe 
/ Dcosn n gegeben ist. Ich bestimme dann die weiteren, auf die Seiten b erforderlichen 

) 
n 
Belastungen und die dadurch eintretende Zusammendrückung des halben Rechtecks. Diese 
ist praktisch die gesuchte Verbesserung. 
p 
Die Koeffizienten von cos m , der Gl. (20) sind für n=1,2,3... und m=1,2,3... 


zu bestimmen. Hierbei ergeben sich folgende Vereinfachungeen : 
s 


h TI 

) 

b 
Für 2 3 4 > 
h 


so daß nur für diese fünf 4-Glieder dieser Klammerausdruck zu berücksichtigen ist. 
Außerdem gilt näherungsweise 


23 

[4 7°] [4 m)’ + (4)? + 7°]? + 4°] 

Dieses Integral wird für n == m 
N +1 1+1/64n 141/64 m] (22), 
für nm 


\2 3 [Sn 
Mit diesen Vereinfachungen lassen sich die Koeffizienten leicht berechnen. Man erhält 
wenn 7 —f gesetzt wird, für jedes anfängliche Belastungsglied 0, = cosnt am Rande 
y=h/2: 


cost -+0,123 cost 0,108 cos?t-+0,0835 cos3t 0,0656 cos 4 0,0523 cosd 


cos2t 0,0538 cos t + 0,0664 cos? t — 0,0641 cos3 t + 0,0563 cos -0,04W cos dt... 
—=cosät + 0,0278 cos t— 0,0427 cos 21+0,048cos3t 0,0418 cos 
— 0,0164 + 0,0280 cos2t 0,0314 cos3 0,0337 cos tt 0,0330 +. . 


cosät — +0,0105c0st 0,0196 cos 274-0, 0244 cos3t 0,0264 cos t4+-0,0269 cos 
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Für die erste Belastung wird am Rande y=h/2 ee 
= (cost + cos2t+ cos3t-+ cos4t+ cosdt...). 2 | 
Die entstehende Randspannung o,” wird beseitigt durch Überlagerung der Randspannung: 
2P 
(0,086 cos 0,068 cos 240,046 cos3t | 
(26). 
0,032 cos4t +0, 028 cosdt...) | 
Die stets neu entstehenden Spannungen werden weiter beseitigt durch Überlagerung der h 
Randspannungen: ( 
cost cos2t-+-0,015 cosät , Ä 
0,013 cos4t+ 0,012 cosdt...) 
| 
= (0,004 cost 0,004 cos 0,004 cos3t 
(28), 
0.004 cos 4t+-0,00B cosdt...) 
2P 
cost — 0,001 cos2t+-0, 001 
h (29). 
0,001 cos4t--0,001 cosdt...) ) ( 
/ 
Die zusätzlichen Belastungen des Ober- und Unterrandes geben zusammen: 
+0,” +0,” = (0,107 cost 0,0% cos21 
_ 30). 
+ 0,066 cos3t 0,050 cos \ 
+0,044 cosdt...) 
Die Zusammendrückung für ein Einzelglied der Belastung np ecosnt wird 
| | 
dy, da \ox dy: 0) 
(31) 
ER ahan E an 
(Vereinfachung gültig für e: t und n 1). 
\ 
Die ganze aus Gl. (30) folgende Verbesserung der Zusammendrückung wird für einen { 
prismatischen Körper | 
I, [0,107 0,090, 0,066 0,050, 0,044 
E a\ı 2 3 N | 
| 


Diese Verbesserung ist nur geringfügig. 


Zusammenfassung. Die Zusammendrückung für ein System, bestehend aus zwei pris- 
matischen Körpern mit zwischenliegender Walze, wird aus dem allmählich aufgebauten 
Spannungszustande gefunden. Hierzu wird zuerst der Spannungszustand der Halbebene, der | 
dureh einen gewölbten Körper gedrückt wird, gebracht. Der Unterschied der Zusammen- 
drückung des Systemes und eines Systemes ohne Zwischenwalze ist näherungsweise durch 
Gl. (16) gegeben. Zur Berechnung der Verbesserung wird eine allmähliche Näherung des 
Spannungszustandes eines Rechteckes bei symmetrischer Belastung erst allgemein durech- | 
zeführt, dann für das gegebene System spezialisiert. Die Näherungslösung nach Gl. (16) und 
die Verbesserung nach Gl]. (32) geben zusammen den Unterschied der Zusammendrückung 


ıP1-v”, / E 
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Neue Wege zur zeichnerischen Behandlung der räumlichen 
Mechanik. 


Von Rudolf Beyer in Zwickau (Sa.). 


1. Einleitung. Während sich die zeichnerischen Methoden dank ihrer Übersichtlichkeit 
und oft überraschenden Einfachheit schon längst in der Statik und Kinematik ebener Systeme 
oingebürgert hatten, lagen für die Raumkraftstatik und für die räumliche Kinematik die 
Verhältnisse in bezug auf die graphischen Verfahren wesentlich ungünstiger, obwohl durch 
‚lie darstellende Geometrie entsprechende Grundlagen bereitgestellt waren. Daß auf dem 
(sebiete der zeichnerischen Behandlung der räumlichen Mechanik bis vor wenigen Jahren 
kein wesentlicher Fortsehritt zu verzeichnen war, mag in dem bisherigen Fehlen einer ein- 
‘achen Konstruktion für den Momentvektor und für das skalare Produkt begründet sein. 

Das Mayor')-v. Misessche’) Verfahren der Abbildung räumlicher Vektoren auf 
einer Ebene, der sogenannten Abbildungsebene, ergänzt durch gewisse Gedankengänge 
Pragers®), gaben den wissenschaftlichen Anstoß und die Grundlage zu dem von K. Feder- 
hofer*) erriehteten Lehrgebäude, der in seiner „araphischen Kinematik und Kineto- 
statik des starren räumlichen Systems“ von den obigen Abbildungsverfahren weitest- 
vehenden Gebrauch macht. Gleiches gilt von seinen anderen zahlreichen Abhandlungen °) 
und auch von einer Arbeit H. Winters). 

Eine andere Abhandlung stammt von R. Mehmke’) und verwendet die Methoden der 
darstellenden Geometrie drei- und mehrdimensionaler Räume; sie arbeitet im übrigen mit 
Grund- und Aufriß oder Seitenriß und ordnet noch jedem Vektor gewisse gerichtete Strecken 
zu, die im einfachen Zusammenhang mit den Komponenten des Momentvektors in bezug auf 
len Koordinatenanfangspunkt stehen. 

Schließlich wurde vom Verfasser ein Verfahren gefunden, welches einerseits gewisse 
immer wiederkehrende und grundlegende Konstruktionen von K. Federhofer vereinfacht 
und andererseits, losgelöst von diesen besonderen abbildungsgeometrischen Methoden, neue 
Wege weist, wie man ohne das Mayor-v. Misessche Verfahren mit den elementarsten 
Grundlagen der darstellenden Geometrie auskommen kann. Die Grundlagen dieser Methoden 
wurden vom Verfasser kurz vor Fertigstellung seiner „Teehnischen Kinematik°) ge- 
{unden und konnten aus drucktechnischen Gründen am Schlusse des Buches nur noch kurz 
angedeutet werden. Eine etwas ausführlichere Mitteilung”) wurde im Anschluß daran unter 
dem Titel „Bemerkungen zur Konstruktion des Momentvektors für die 
sraphische Behandlung der Kinematik und Statik des Raumes“ veröffentlicht, 
wo bereits auf weitere Beziehungen, Kontrollen und Vereinfachungsmöglichkeiten hingewiesen 
wurde. Weiteres über das neue Verfahren findet man in einer „Erwiderung zur Zu- 
schrift des Herrn Prof. Dr.-Ing. K. Federhofer.. .') und im Jahresbericht der 
Vereinigten Technischen Schulen Zwiekau, welcher des Verfassers Beitrag „Zur 
sraphischen Behandlung der Statik und Kinematik des Raumes“ enthält. Die 
vielseitigsten Anwendungen des neuen Verfahrens auf die verschiedensten Aufgaben der 
theoretischen und angewandten räumlichen Mechanik, insbesondere auch auf räumliche Ge- 
triebe, wurden in einer größeren Abhandlung zusammenfassend dargestellt, die im anderen Zu- 
sammenhang Verwendung finden soll. Uber ihren Inhalt kann hier nur ganz kurz berichtet 
werden, wobei an einer Stelle vergleichsweise auch die Federhofersche Behandlungsart 
mit herangezogen werden soll, um so die Vorzüge des neuen Verfahrens noch anschaulicher 
hervortreten zu lassen. 

Da die graphische Behandlung der Kinematik und Statik des Raumes und die dazu 
benötigten vektoriellen Gleichungen sieh im wesentlichen auf das vektorielle Produkt bzw. 

1, B. Mayor: Statique graphique des systemes de l'espace, 1910. Ferner Introduetion a la Statique .. . 1926. 

2), R. v. Mises: Graphische Statik räumlicher Systeme. Zeitschrift für Mathematik und Physik, 1916. Vgl. 
„uch E. Kruppa: Über die Misessche Abbildung räumlicher Kräftesysteme. Zeitschrift für angewandte Mathematik 
und Mechanik (kurz ZAMM) 1924, S. 146 ff 

3) W. Prager: Beitrag zur Kinematik des Raumfachwerkes. ZAMM 1926, S. 341 ff. Die Formänderungen von 
kaumfachwerken. ZAMM 1927. 

4 K. Federhofer: Graphische Kinematik und Kinetostatik des starren räumlichen Systems. Wien 
1128, Verlag J. Springer. 

5) K. Federhofer: Über die Beschleunigungen bei der Bewegung des starren Körpers. ZAMM 197, 8. 200 If. 
Graphische Behandlung der Taumelscheibe. ZAMM 1929. S. 312. Graphische Behandlung der räumlich schwingenden 
Kurbelsehleife. Ak. d. Wiss. in Wien, Math.-naturw. Klasse, Abt. ?a 1929, Heft 1 und 2. 

6, H. Winter: Gesehwindigkeitspläne räumlicher Getriebe. ZAMM 190, 274 1f. 

”) R. Mehmke: Neue Konstruktionen der räumlichen graphischen Statik. IngenieurArchiv, Bd. 1. 1929, S. 110 ff, 

s, R. Beyer: Teehnische Kinematik, Zwanglaufmechanik nebst Bewegungsgeometrie und Dynamik der Ge- 
'riebe in Theorie und Praxis. Leipzig 1931, Verlag Joh. Ambrosius Barth. 


»), R. Bever: ZAMM 1930. 8. 618 fl. 
10) R. Beyer: ZAMM 1931. S. 232. 


- 


4 
;. 
| | 
W. ; 
h. 
2 
), 
d 


Bever. Neue Wege zur zeichnerischen Behandlung räumlicher Mechanik Math. und 


auf den Momentvektor, sowie auch auf das skalare Produkt stützen, so sind Verfahren, 
welche diese Produkte zeichnerisch leicht ermitteln lassen, für die Errichtung des gesamten 
Lehrgebäudes von grundlegender Bedeutung und sollen deshalb an die Spitze der folgenden 
Betrachtungen zestellt werden. 


2. Konstruktion des Momentvektors auf elementar darstellendgeometrischer Grundlage. 
Bekanntlich ist das Moment einer Kraft ® bezüglich des Punktes D durch das Vektorprodukt 

definiert, in dem vr DP den vom Bezugspunkt D aus nach einem Punkte 7’ der Wirkungs- 


linie p von ® gezogenen Vektor bedeutet und WM auf der durch r und ® gebildeten Ebene E 
senkrecht steht. WU hat den absoluten Betrag 


und sein Richtungssinn ist so festgelegt, daß r, BP und WM in dieser Reihenfolge ein „Rechts- | 
system“ bilden müssen; d.h. legt man den Zeigefinger der rechten Hand in Richtung von t, | 


den Mittelfinger in Riehtung von ®, so gibt der ausgestreckte Daumen den Richtungssinn | 
des Momentvektors WM bzw. des Vektorproduktes |r’P] an. 

Um MM in bequemer Weise als gerichtete Strecke « darstellen zu können, setzt man 
dafür bzw. für seine Risse u’ und «’ und für seine Projektionen nach dem vorgegebenen 
Rechtssystem 


wobei e eine beliebig wählbare positive Strecke bedeutet, die im folgenden kurz als 

„Momentkonstante* bezeichnet werden soll. Man verwandelt dabei m. a. W. die den 

absoluten Betrag gemäß Gl. (2) darstellenden „Momentvektorparallelogramme*“ bzw. ihre 

Projektionen auf die Risse in flächengleiche Rechtecke mit der allen gemeinsamen Seite „ec“ 

und gibt die andere Seite « als Maß u für das Moment bzw. für den Momentvektor M an. 

Die „Momentkonstante* e ist selbstverständlich bei Maßstabbetrachtungen entsprechend | 

zu berücksichtigen. | 
Die Konstruktion von M wird nun sehr einfach, wenn man durch den Bezugspunkt D | 

eine Ebene E, parallel zum Grundriß bzw. zur #@7- Ebene legt und den Durchstoßpunkt P), 

des Vektors ® bzw. seiner Wirkungslinie p mit E, bestimmt. Man zieht zu diesem Zwecke 

dureh D” zur Projektionsachse 0.r die Parallele, welche p” in der Aufrißprojektion @p, 

des Durchstoßpunktes trifft. Herabloten von auf p’ liefert die Grundrißprojektion 

gp, des gesuchten Durchstoßpunktes P),. Wählt man nun als Endpunkt P des Vektors r 

von Gl. (1) den Punkt auf ®, also den Vektor r, = DP,, mit = D’gp, und,’ 

so muß M bzw. « auch auf 1, =D P). senkrecht stehen. Da des weiteren rt, als ın E, | 


liegend parallel zum Grundriß ist, so muß insbesondere u’ D’M’, auf D’gn, senk- | 
recht stehen. | 
| 

| 

J 

> 


| 
p' 
Abh. 1. Abb. 2. 
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In gleicher Weise findet man u” D’M’, senkrecht auf D”gp.. wenn man durch D 
eine Ebene E, parallel zum Aufriß bzw. zur «z-Ebene legt, den Durchstoßpunkt P), bzw. 
seine Ben (nz, und 9n, von ® mit E, aufsucht und als Vektor v- DP den Vektor 
DP mit =D’ und =D” verwendet. 

Um den absoluten Betrag von W bzw. | «| von zeichnerisch festzulegen, benutzt 
man am besten den aus Gl. (2) folgenden bekannten Satz, daß der Betrag «les Moment:- 
vektors durch die Fläche F desjenigen Parallelogrammes veranschaulicht wird, das dureh 
und ‘® bestimmt ist. Die Zerlegung von M nach den Koordinatenachsen O.x, O9. Oz liefert 
die durch Gl. (4a, b, ce) eingeführten Komponenten W,.. Dt, und W.. welche dem absoluten 
Betrage nach mit den Flächen F’’, F” und F’ übereinstimmen, die als Projektionen des 
Parallelogramms F auf den Seiten-. Auf- bzw. Grundriß gefunden werden. 

Für die Komponente W,, gilt beispielsweise die folge nde Betrachtung: ihr Betrag u, - 


ist gleich einem Parallelogramm F’” mit den Seiten x,” Gp; und der Aufrißprojektion 
des Vektors ®; dieses Parallelogramm hat die Grundlinie r,” = D’ En und die Höhe Z, 


die als z-Komponente des Vektors ® ohne weiteres angebbar ist. Man findet so die Gleichung 


in der rt," und Z mit dem entsprechenden Riehtungssinn bzw. dem entsprechenden Vorzeichen 
einzusetzen sind. Für die absoluten Beträge gilt die Beziehung 


mit deren Hilfe die Komponente «, aus den ähnlieben Dreiecken. D’O, RP, und D’S,T, ge- 
funden werden kann. In diesen ist Z und D’S, so daß 
die Strecke 8,T,=u, bis auf die Momentkonstante ”e’”’ die gesuchte Komponente des 
Momentvektors W darstellt. 


Die durch 7, zur Projektionsachse gezogene Parallele trifft dann das in D’ zu D’gp, er- 


richtete Lot im Endpunkte M’, der Grundrißprojektion u’ = DM, des zu zeiehnenden und 
in D angetragenen Momentvektors WM, der natürlich im Maß ”e” gemessen ist. Heraufloten 
auf das in D” zu D’gp, errichtete Lot liefert und damit — 

Wiederholung der obigen Betrachtungen für den Grundriß bzw. für die Komponente 
u.:c führt zu den folgenden Gleichungen 


deren konstruktive Auswertung aus den ähnlichen Dreiecken D’@,R, und DS, T, ersichtlich 

ist, in welchen D”’Q,=c, Q,R,=|Y|, und 8,T,= u, bedeuten. Die 

durch T, zur Projektionsachse gezogene Parallele trifft dann wiederum das in D” zu D”y 4Ds 
errichtete Lot in M”), wodurch eine wertvolle Kontrolle für u’ — D’A M"» gefunden ist. 


Es liegt auf der Hand, daß sich auch für den Seitenriß FE A Kontrollen oder 
Konstruktionen herleiten lassen. Für die praktische Anwendung des Verfahrens genügt 
jedenfalls eine einzige derartige Konstruktion, entweder im Grundriß oder im Aufriß, und 
nur bei ungünstigen Schnittverhältnissen wird man diese oder jene Kontrolle mit heranziehen. 

Besondere Vorteile bieten noch die folgenden Beziehungen: 


welche aus Abb. 1 mühelos hergeleitet werden können, wenn man die Ähnlichkeit = aus 
4x und u, bzw. aus u, und u; gebildeten Dreiecke mit den Dreiee ken D’S, gp, bzw. D"S, gps 
beachtet. In den Gl. (7) und (8) bedeuten dabei D’gp, und vr,’ 

So liefert Gl. (7) die Konstruktion von wu’ gemäß Abb. 2, in der DR=c, DS-—-|Z| ge- 
zeichnet und M’)gp, zu RS parallel ist. Analog könnte Gl. (8) zur Ermittlung von u” 
(dienen. 

Der Richtungssinn wird in beiden Konstruktionen durch das für den Momentvektor 
charakteristische Rechtssystem oder mit Hilfe der Gl. (5) und (6) erhalten, indem man bei- 
spielsweise die Vorzeichen der Vektoren 79. und Z in bezug auf das Rechtskoordinaten- 
system Oxyz aus der Figur abliest und so das Vorzeichen der Komponente «, bestimmt. 


In Abb. 2 ist z. B. Z negativ. D”’@G), positiv also u, bzw. N, positiv. 


> 
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Schließlich kann die Hauptfigur Abb. 3, welche z. B. bei den Anwendungen das Fach- 
werk oder das Getriebe im Grund- und Aufriß enthält, ganz von der Ermittlung der Längen 
der Momentvektoren (Konstruktion der vierten Proportionale) entlastet werden, wenn man 
diese in einer Nebenfigur Abb. 3a unterbringt, so daß die Hauptfigur nur die Konstruktion 
der Durchstoß- bzw. Spurpunkte enthält, wie Abb. 3 zeigt. 

Man macht zu diesem Zwecke in Abb. 3a die Strecke o\=e, NN, =-Z, NN,= Yund 
erhält so die Winkel 9, = 1 NoN.9,= 1 NoN, und die durch oN, und oN, gelegten Geraden 
welche im folgenden kurz als „Thetalinien“ bezeichnet werden sollen. Die 
Längen von w und zw werden dann in Abb. 3 gefunden, indem man in gp, und 9, an 
D’gp, bzw. D”’gp, die reehtwinkligen Dreiecke Mp' bzw. Dan: mit den Winkeln 
», bzw. 9, anträgt, wodurch wiederum D’M’) und = erhalten werden. 

Das Antragen der „Thetawinkel“ kann vermieden werden, wenn in Abb. Ba od’ = D’gp, 
und od” —- D’gp, gezeichnet und in d’ bzw. d” die Lote zu oN erriehtet werden, welche 
die Thetalinien in d, bzw. d, schneiden. Dadurch ergeben sich in den Strecken d’d, und 
d’d, die Längen von w bzw. u”, die in D’ bzw. D” als Lote zu D’gp, bzw. D”’yp, aufzu- 


0 d’ 
Abb. 3 und Abb. Ba (nmnten). Abb. 4 und Abb. 4a (unten). 


tragen sind. Man konnte selbstverständlich die Hilfsfigur der Abb. 3a auch mit in Abb. 3 
unterbringen. Durch geeignete Wahl von o N =e lassen sich bisweilen noch weitere Ver- 
einfachungen erzielen, die dann besonders vorteilhaft sind, wenn es sich darum handelt, 
Momentvektoren desselben Vektors P für verschiedene Bezugspunkte zu konstruieren. So 
kann beispielsweise in solchen Fällen |X| gewählt werden, wodurch die Theta- 
linien zu p’ bzw. p” parallel werden. Oder man kann 0 N\=e=-|Z, setzen und so d, = 49" 
erhalten. so daß sich wegen u’ = D’gp, od’ d’d, eine besondere Hilfsfigur erübrigt. Ent- 
sprechendes gilt für den Aufriß, wenn 0 N = e = | Y| gesetzt wird. 

Wie sich bei der Betrachtung der sphärischen Bewegung leicht herausstellen wird, ist 
die dureh Abb. 3 und 3a gegebene Konstruktion eine wesentliche Verallgemeinerung der von 
W. Hartmann für die ebene Kinematik eingeführten Betrachtungsweise. 

Im folgenden sollen die dureh Abb. 1, 2 und 3 erhaltenen Konstruktionen des Moment 
vektors als Konstruktion 1, 2 bzw. 3 bezeichnet werden. 
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3. Geschwindigkeitsverhältnisse bei der sphärischen Bewegung. In Abb. 4 drehe sich ein 
Körper S mit der Winkelgeschwindigkeit © um den Punkt O0 bzw. um die Achse k (k’, k’”) 
gegenüber dem ruhenden Bezugssystem. Es sind die Geschwindigkeiten mehrerer System- 
punkte A, B,... zu ermitteln. 

Nach der Eulerschen Gleichung gilt für den Systempunkt A die vektorielle Beziehung 


welche besagt, daß der Geschwindigkeitsvektor dv, = A A als Momentvektor des in k liegenden 
Vektors » für A als Bezugspunkt konstruiert werden kann. 
Man ermittelt in bekannter Weise die Punkte @,,, 94, und @,,, 9,, und findet so die 


Riehtung von vd,’ A’ A’ und vo,” = A” A”, nämlich senkrecht zu A’g,, bzw. Die ab- 
soluten Beträge »,’  a’a, und »,”=a’”a, werden aus der Hilfsfigur der Abb. 4a bestimmt, 
inderoN=c, NN, NN, =|o,|, und oa”’—= A”g,, gemacht werden. 
—> _» 
In gleicher Weise werden dy BB’ und == B” B” gefunden. 
Die gleichzeitige Ermittlung der Grund- und Aufrißprojektionen hat den Vorteil großer 


> 
Zeichengenauigkeit, wenngleich die Ermittelung von v,’ genügt hätte, um »,”— A"’A” durch 
Heraufloten zu finden. Man hätte auch in g,, an 94,4’ den Winkel 9, = 1 NoXN, und in 
Y\ an 9,4” den Winkel 9, 1 NoN, antragen können und deren Schenkel mit den in 
A’ bzw. A” zu bzw. A’gq,, errichteten Loten zum Schnitt bringen können. 

Man erkennt hierbei leicht den Zusammenhang mit der Hartmannschen 'Thetawinkel- 
und Thetalinienkonstruktion der ebenen Bewegungsgeometrie. Das neue Verfahren ist dem- 
nach die Verallgemeinerung der Hartmannschen Methode auf die Geometrie der räum- 
lichen Bewegung, wobei die Scheitel dieser Thetawinkel auf den Geraden k’ und k” wandern. 
Die Methode dieser „ähnlich veränderlichen* Dreiecke ist so einfach und dabei so reich an 
Kontrollen, daß sich bei der Betrachtung mehrerer Systempunkte A, B, €, ... ein Eingehen 
auf gewisse affıne'') Zusammenhänge erübrigen dürfte, die für die Beschleunigungspunkte 
eines besonders herausgezeichneten Beschleunigungsplanes gelten. Außerdem bietet das 
Herauszeichnen der unteren Hilfsfigur die bereits kurz angedeuteten Vorteile, wodurch die 
Hauptfigur wesentlich an Übersichtlichkeit und großer Anschaulichkeit gewinnt. Diese Ent- 
lastung der Hauptfigur tritt auch bei der Ermittlung der Beschleunigungsverhältnisse'') zutage, 
da auch die Längen der höheren Momente, wie z. B. die der Normalbeschleunigungen, aus 
derselben Hilfsfigur ermittelt werden können, wie bei dem allgemeineren Falle der momentanen 
Schraubenbewegung gezeigt werden soll. 


4. Die allgemeine Schraubenbewegung. a) Geschwindigkeitsverhältnisse. Der 
Geschwindigkeitszustand der momentanen Schraubenbewegung ist durch 


bestimmt, worin v;,= 04 den Ortsvektor eines Punktes A des Körpers S und 0 einen Punkt 
der Schraubenachse % bedeuten; ferner ist » der als gegeben vorausgesetzte Vektor der 
Winkelgeschwindigkeit, während 7 die ebenfalls gegebene Translationsgeschwindigkeit längs 
der Schraubenachse % darstellt. 

Setzt man 
T 

worin 7, die auf „reduzierte“ Translationsgeschwindigkeit genannt werden soll, so geht 
Gl. (10) nach Division mit © in 


über, welche nach Durchführung der geometrischen Addition zur Kenntnis der sogenannten 
auf „reduzierten“ Geschwindigkeit f, von führt. 

Ferner stellt f einen in der Schraubenachse %k liegenden „Einheitsvektor* dar. Da nach 
der neuen Momentvektorkonstruktion die das Vektorprodukt [£r,,] darstellende Strecke 1, 
noch mit der Momentkonstante „ce“ zu multiplizieren ist, ehe r, dazu geometrisch addiert 
werden kann, so kann man diese vorherige Umrechnung vermeiden, wenn von Anfang an 
dem Einheitsvektor f, der den Richtungssinn von & besitzt, die Länge ce gegeben wird. 

Abb. 5 zeigt zunächst die Durchführung der Konstruktion für den Punkt A, wobei das 
Vektorprodukt [fr,,] in bekannter Weise gemäß Abb. 4 und 4a ermittelt und in der Figur 
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durch die Strecke 41.1 

die gesuchte reduzierte Geschwindigkeit , = A des Punktes 4. Die wirkliche Geschwindigkeit 
db; wird aus der „reduzierten* Geschwindigkeit durch Multiplikation mit & gefunden. In 
gleicher Weise werden die Gesehwindigkeiten anderer Systempunkte B, €, . . ermittelt, die 
in der Abb. 5 beispielsweise auf einer Geraden liegend angenommen worden sind, um gleich- 
zeitig «die Richtigkeit des Burmesterschen Lehrsatzes zu demonstrieren, daß die Endpunkte 
der Geschwindigkeitsvektoren der Punkte einer Geraden wieder auf einer Geraden liegen 
(älnliehe Punktreihen). Die große Einfachheit auch die der Hilfsfigur der Abb. 5a — ıst 
leicht erkennbar, so daß hier nur der Hinweis genügen möge, daß die größte Zahl der Hilfs- 
limien im wesentlichen horizontal und vertikal, also auf dem Reißbrett besonders leicht zu 
ziehen sind, was bei den zahlreichen Antipol- und Antipolaren-Konstruktionen der abbildungs- 
theoretischen Behandlungsweise nicht der Fall ist. 


>» 
dargestellt wird. Durch Anfügen von 7,—= A,, 4 erhält man schließlich 


Abb. 5: Abb. 5a. 


b) Beschleunigungsverhältnisse Da © und r dieselbe Richtung wie die 
Schraubenachse % besitzen. so folgt aus [|o, 7] 0 dureh Differentiation nach der Zeit 


dev Ir 


oder nach Einführung des Vektors z der Winkelbeschleunigung und des Vektors b der 


Schiebungs- oder Translationsbeschleunigung gemäß 


; da dr 


(Ita, b) 


die wiehtige Gleichung 


welche den Zusammenhang zwischen den Vektoren A, 7,» und b kennzeichnet, die also nicht 
unabhängie voneinander gewählt werden können '?). 
Mit den so eingeführten Vektoren ergibt sich dann die wichtige vektorielle Beziehung '*) 


welcher auch die Form 
b b 
1?) K. Federhofer: Graphische Kinematik . ... N. 16. 


13), Beyer: Technische Kinematik, S. 412 If. 
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rereben werden kann, in der 


vesetzt worden ist. 


boy bedeutet die von o herrührende Normal- oder Zentripetalbesehleunigung des Punktes 


B bei seiner Drehung um die durch A gelegte Drehachse % ,, die zur Schraubenachse parallel 


ist und » als Drehvektor besitzt; b} ist der Beschleunigungsanteil, welcher von der in A 


angesetzten Winkelbeschleunigung 7 herrührt und als Vektorprodukt zu 2 und AB senk- 
recht steht. 

Die Darstellung des Beschleunigungsverlaufes der allgemeinen Schraubenbewegung 
wird sehr einfach, wenn man den sogenannten Beschleunigungspol // einführt, dessen Be- 
schleunigung bekanntlich null ist. Ersetzt man in Gl. (16) B durch // und dann bu=0, so 
folgt hieraus 


welehe nach Einführung der „reduzierten Beschleunigungsgrößen“ 
h 
A 
w? m? ( ‚») 


die wichtige Beziehung 


ergibt. 

(4l. (21) besagt, daß die reduzierte Beschleunigung b,, bzw. die Beschleunigung 5b, so 
| gefunden werden können, als ob das Sy- 
stem eine Drehung um den Punkt // 
ausführe, welehe durch die in II ver- 
sammelten Vektoren 7, (die sogenannte 
reduzierte Winkelbeschleunigung) und f 


N 


Tom bzw. 7 und © bestimmt ist. 
Diese wenigen Vorbemerkungen 
Pr auf weitere Dinge, wie Zentralpunkt 
der Schraubenachse, Wechselgeschwin- 


digkeit von Punkten der Schraubenachse 
u. a. m. soll an anderer Stelle einge- 


gangen werden mögen genügen, um 
Pr die folgende Aufgabe herauszugreifen 
| und mit dem neuen Verfahren zu lösen. 
x 
hä; 
\ 
| 
I 
IRA2252.6] 
Abb, ®. ba. 


5. Konstruktion der Beschleunigung eines Systempunktes 4 aus dem gegebenen Be- 
schleunigungspol // und den Vektoren f und /,. Um die in der Momentvektorkonstruktion 
begründete Multiplikation der entsprechenden gerichteten Größen mit der „Momentkonstante 
e* von Anfang an zu erledigen, stellt man zweckmäßig analog Abb. 5 die Vektoren f und 4, 
als Strecken mit den Längen e und e4, dar. 


m 
| 
An) 
Ar 
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Der Gl. (21) kann unter Einführung von 


TAN und : : (22a. b) 
die Form 


gereben werden, wobei noch wegen db, =vI/I-+v 7 bzw. 


die Zentripetal- oder Normalbeschleunigung b,,., in der Gestalt 


Da 


A 
angesetzt werden kann, wenn A A den Vektor f m bedeutet; dieser stellt die „reduzierte“ Ge- 


schwindigkeit dar, mit der sich A um die durch // zu k parallele Drehachse %,, dreht. 


| — 
Gemäß Gl. (24) wird AA als Momentvektor des Vektors f in bezüglich 4A 


— 


konstruiert, und zwar mit Hilfe der Punkte G 9.1, und den Strecken f’ 4” ad,, 


die in Abb. 6a auf Grund von oN=c,XQ, = NQ,=|t,|,oa’ = 
und oa” == gefunden werden. 


Aus Gl. (25) ergibt sieh ferner, daß b,,,;, nun als Momentvektor von in , bezüglich 
‚| konstruiert werden kann, wenn k, zu kA, bzw. kr parallel ist. Mit Hilfe der Punkte 


9.1, und den Strecken od’ g4,. 
@ä,=h,ı findet man so 4’ A, 
ä,=h,.ı findet man so 


senkrecht auf Analog steht 
Au senkrecht auf 
und hat die Länge a”’dä,. wenn od" = 
gemacht wird. 

Der Beschleunigungsanteil 
714] |A wird als Moment- 
vektor von 7, in k, bezüglich A kon- 
struiert, wobei 4, senkrecht 


auf .’g;, von der Länge a;’a,, und 
senkrecht auf 1” y;, von 
der Länge a;’a, aus NA, =|%,:|. 
NA,=|i,y| und oa, 04, = 
97, der Hilfsfigur Abb. 6a erhalten 
werden. 

Damit sind und — 
mit großer Zeiehengenauigkeit 
ermittelt worden, da jede Komponente 
einzeln im Grund- und Aufriß bestimmt 
wurde und das Heraufloten der einzelnen 
gerichteten Strecken nur als Kontrolle 
diente. 

Der  Beschleunigungsanteil 
hätte auch als Lot von A aus auf die 
Gerade k,, durch II gefunden werden 
können. 

Deroben entwickelten Konstruktion 
von überraschender Einfachheit sei in 
Abb. 7 vergleichsweise die Federhofer- 
sche Lösung derselben Aufgabe mit Hilfe 
Abb. 7. der Mavor- v.Misesschen Abbildung 


| 
A 
2 
) 
* 
g 
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vegenübergestellt, wobei das Durcheinander der an Zahl größeren Hilfslinien auffällt, die zum 
orößten Teil beliebige Richtung zur Projektionsachse haben, während die Lösung des Ver- 
fassers trotz der reichlichen Kontrollen weniger Hilfslinien aufweist, die sich noch dazu in 
ler Mehrzahl auf dem Reißbrett als horizontale oder vertikale Linien besonders leicht zeichnen 
lassen und dabei infolge ihrer Eigenart die Hauptfigur und ihre Übersichtlichkeit kaum stören. 


6. Graphisch-kinematische Analyse an Raumgetrieben. Beispiel: Geschwindigkeits- und Be- 
schleunigungsverhältnisse an einem dreigliedrigen Raumgetriebe. Abb. S zeigt ein dreigliedriges 
allgemeines Raumgetriebe mit den Gliedern «a, b und e, die durch Zylinderpaare 1 und 2 
längs der Achsen K,„. bzw. Ky. und 


durch das Kugelpaar 3 bei D gelenkig | 
miteinander verbunden sind und wegen nr 

der Summe 2+2 +3 =17 ihrer Freiheits- 

orade zwangläufige helativbewegung | 


vegeneinander besitzen. Das Glied ce ist 
als Gestell ausgebildet. Der Antrieb 
wird zweekmäßig am Glied a erfolgen, 
das eine Schraubenbewegung um die 
feststehende Achse ausführt. 
a)Geschwindigkeitsverhält- 
Von der Schraubenbewegung 
um Ä,. wird man nur eines ihrer Be- 


\ 
stimmungsstücke vorgeben können, also 
entweder die  Winkelgeschwindigkeit 
= oder die Translationsgeschwin- 
diekeit rt. Im vorliegenden Falle 
wurde & als gegeben angenommen, aus N’ 
der dann die Translationsgeschwindig- 
keit 7, sowie die Bewegungsverhältnisse 
des Gliedes b gegenüber dem Gestell e REN 
zu ermitteln sind. a 

Da die Bewegung von b gegen e wegen der Kugelpaarung bei D eine sphärische ist, 
so wird es zweckmäßig sein, zunächst von zwei Systempunkten € und @ des Gliedes b die 
Geschwindigkeiten de = ( C und = GG zu ermitteln. Die durch D gehende Drehachse 
ergibt sich dann z. B. als Schnittlinie der in © und G zu de und d,, errichteten Normal- 
ebenen ve und vg. In der Abb. 9 fällt © mit dem Fußpunkt A des Lotes D auf Ay. zu- 
sammen, während @ als Durchstoßpunkt der Achse A,. mit der Grundrißebene „y gewählt 
wurde. € und @ liegen also in der Achse Ky,. des Zylinderpaares 2 und sind als Punkte von 
b» anzusprechen. Diejenigen Punkte des Gliedes a, welche augenblieklich mit den Punkten 
’ und G von b zusammenfallen, seien mit &E und © bezeichnet. Dann gelten nach dem 
Satze von der Relativbewegung die folgenden Gleichungen: 


ds + d,c = Dos +17 -r (26a, bh), 

mit 


wobei 0 einen Punkt der Schraubenachse K,. und d,e==d,;=d, die Relativgeschwindig- 
keit darstellt, mit der sich b längs K,., gegen a verschiebt. 

Schließlich gelten für de und dv, wegen der sphärischen Bewegung um D bzw. um die 
durch D gehende und noch zu bestimmende Achse K,. die Formeln 


Nach diesen Vorüberlegungen kann die zeichnerische Ermittelung der Geschwindigkeits- 
verhältnisse wie folgt durchgeführt werden. 

Man kann sofort die d,,g und d,,& angeben, wobei der Geschwindigkeitsmaßstab zweck- 
mäßig so gewählt wird, daß und wird. Dem entspricht die Wahl 
von e=mge = wobei e die „Momentkonstante* bedeutet. 

14) Die zur Lösung erforderlichen vektoriellen Gleichungen sollen in diesem Beispiel mit den wirklichen Ge 


schwindigkeits- und Besehleunigungsgrößen angeschrieben werden. Für die Zeiehnung und die Berücksichtigung der 
Maßstäbe sind die Ausführungen von Abschnitt 4 über die „reduzierten“ Größen sinngemäß zu übertragen. 
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Da A,. senkrecht zum Grundriß gewählt wurde, so vereinfachen sich für die Grund- 
rißprojektionen die Gl. (26b) und Gl. (27b) auf 
in denen wegen DG parallel zum Grundriß auch die Richtung von dv,’ sofort angebbar ist, 
nämlich senkrecht auf D’@G’. Man zieht also durch ©’ zu Ay, die Parallele, welche von 


dem in G’ zu D’@’ errichteten Lot in @’ geschnitten wird. So erhält man vd, — -8G’ und 


und findet weiter nach (il. (1 a) — indem man (6 macht und 
(” mit verbindet. 


Unter Beachtung der für die 
relativen Winkelgeschwindigkeiten 
Dacs und zeltenden 
Gleichung 


die sich wegen A. senkrecht zum 
Grundriß in den Grundrißprojek- 
tionen auf reduziert, 
findet man A,„. als Parallele 
durch D’ zu Ay. und damit nach 
des Verfassers Momentvektorkon- 
struktion den Punkt ge, als Schnitt- 
punkt von A,. mit dem in ©’ zu de’ 
errichteten Lote. Heraufloten von 
gc, auf die durch €” zur Projek- 
tionsachse gezogene Parallele liefert 
Ge, und somit A,. als Gerade 
dureh D” und @Ge,. Mit Hilfe der 
Punkte Ge, und ge, wird ferner 


de” = erhalten. Zieht man 
weiter dureh zu die 
Parallele und durch €” zur Pro- 


A, jektionsachse die Senkrechte. so 
Abb, 9. folgt = und ”=C 


Die Größe von my. in wird durch Umkehrung der des 
Verfassers ermittelt. indem man €’ 0, =e zeichnet und den Punkt 7, als Schnittpunkt der 
durch €’ zur Projektionsachse gezogenen Parallelen mit der Geraden Ge, 9c, bestimmt. Die 
dureh €" und T, gelegte Gerade schneidet das in zu "0, errichtete lot in R,, wodurch 
die z-Komponente von als Streeke 9, und damit auch = und = D"D,” 
erhalten werden. 

Als wichtige Kontrolle ergibt sich , indem man in D,” den Vektor D,” 
von der Länge oc.” e= (0, anträgt und so sozu Pba' — D’D,” gelangt. Die Richtigkeit 
der Konstruktion wird dadurch bestätigt, dab D’D,”’ zu Kya parallel sein muß. Zu weiteren 


Kontrollen gelangt man durch Konstruktion von Das in @” zur Projektions- 
achse errichtete Lot trifft die dureh zu gezogene Parallel allele in wodurch dv,’ = ©" Gy” 
und 7” — 6,” G” erhalten werden, die mit 0,” bzw. ©, übereinstimmen müssen. 

b) Be schleunigungsverhältnisse. Der auge nblickliche Beschleunigungszustand 
des Raumeetriebes ist eindeutig festgelegt, wenn zu den Annahmen der Abb. 9 noch die 
Winkelbeschleunigung /.. der Drehung von a um Ay. gegen ce gewählt wird. Man hätte an 
deren Stelle auch die Schie ‚bungsbeschleunizung b, von a gegen e längs der Achse A. an- 


nehmen können. 
Mit Benutzung der früheren Bezeichnungen gelten dann die folgenden Entwicklungen: 


Int Gl. (34) ist dureh und 0” sofort angebbar, während 
bis= 0 > IT unter Be nutzung von ;a.c und Beachtung des Beschleunigungsmaßstabes als Strecken 
bs und = 71" einzutragen sind. Die Coriolisbeschle unigung b.= MM, läßt 
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sich gemäß Gl. (35) als doppelter Momentvektor von @©„. dureh & bezüglich des Punktes €, 

konstruieren. Von 5b, und 5b, sind nur die Richtungen parallel zu A,. bzw. K,„. bekannt, 

während für b,; noch wegen der sphärischen Bewegung von b gegen e die vektorielle Beziehung 
(i 


zu berücksichtigen ist, mit & = @,. und A==%,.., von denen 


Y 


( 
damit auch b,, n auffindbar ist (Abb. 10). 


nach früherem &,. bekannt und 


Abb. 10. 


Für den Punkt © von b gelten analog die Beziehungen: 


(' 


in denen b, und b, dieselben Werte besitzen wie in den Gleichungen für die Punkte @ und ©. 


Man kann aus den Gl. (34), (36) bzw. (37), (35) zweckmäßig die folgenden Beziehungen 
herleiten: 


| 
+ lb: + b,+b, = bin + bj | 
(7 (i 
+ bis bi. pt’ b; h, b, 
ın denen die Vektoren 

(1 
be bis pt (45) 


der linken Seiten sofort konstruierbar sind und in der Abb. 10 als Strecken b, = GM, bzw. 
= UN, gefunden werden. 


| 
| u 6” Ko 
AUG, 
M — T| \ Ä; b,, 
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G 
Beachtet man ferner, daß b; ei senkrecht auf @ D steht und G D dabei in der Grund- 


(1 
rißebene liegt, so folgt daraus, daß b;' D senkrecht auf D’G’ sein muß. Dies führt wegen 


b, 0 gemäß Gl. (40) zur Ermittlung von b,', indem man durch M,' zu Kya bzw. 0’ @G’ die 
Parallele zieht. welehe das in @’ zu G’D’ errichtete Lot in E’ schneidet. So werden 


E'M,' und G’E=b;' D erhalten. Heraufloten von E’aufdie dureh M bzw. 
gezogene Parallele liefert Durch Antragen von = — b, und "= —b,” 


Ü 


findet man gemäß Gl. (41) im Grundriß by’ —(” F’ und im Aufrik 0" A" = by” D b,'. Man 


muß also A in zwei Komponenten zerlegen, von denen wegen bj’ p © der Vektor bin 


in einer Ebene ne liegen muß, die in € senkrecht zu U D errichtet wird. Man hat also 
dureh A die Parallele zu A,„. zu ziehen und ihren Durchstoßpunkt F mit »c zu ermitteln, 


wodurch CF D und 4” = +5," bzw. F’A”= erhalten werden. 
. . . = . . . y r 
Die Wirkungslinie k; von 7,. Wird als Schnittlinie der in G und zu bzw. 
h; 
fassers Verfahren #5... DL auffindbar ist. 


In Abb. 10 ist noch die Beschleunigung be = CC, durch Aneinanderreihung der Vektoren 
(' 


errichteten Normalebenen N\,,; und Ne bestimmt, mit deren Hilfe dann nach des Ver- 


CF und b,, p=F# eingetragen worden. 
/ur Kontrolle könnte man beispielsweise aus den Gl. (42) und (43) die Beziehung 
bu; be =b; D b; D G]— ( 


herleiten und b; im bekannter Weise aus /,.= DL konstruieren, wodurch sich die Über- 


einstimmung mit ba; be ergeben müßte. Über weitere Kontrollmöglichkeiten, z. B. durch 
gewisse ebene Ersatzmeechanismen u. a. m., sowie über verschiedene analytische Betrachtungen 
ist an anderer Stelle'’) berichtet worden. 


7. Beispiel aus der Raumkraftstatik. Ermittlung der Stabspannungen (Zerlegung 
einer Kraft nach sechs vorgeschriebenen Richtungen) Daß sich das neue 
Verfahren mit nicht minder großem Vorteile auch auf statische Probleme des Raumes an- 
wenden läßt, sei am Beispiel der Stützung und des Gleichgewichtes an einem starren Körper 
(Quader) erläutert, der in Abb. Ila dureh sechs Stäbe 11, 22, 33, ... 66 gegen das feste 
Bezugssvstem gestützt ist und dureh die von außen eingeprägte Kraft ® belastet wird. Es 
sollen die sechs Stabspannungen Z&,, &,. ... 2, ermittelt werden, welche durch die äußere 
Kraft in den Stäben i=1,2,....6) hervorgerufen werden. 

Nennt man 2; die Auflagerdrücke, welche von dem festen Gestell in ? @=1,2,..6) 
auf die Stäbe ii bzw. auf den Quader ausgeübt werden und offensichtlich in Richtung der 
Stäbe wirken, so gilt bekanntlich 


bzw. | 
i=1 
wenn gesetzt wird. 


Die Aufgabe läuft m.a. W. darauf hinaus, die Kraft ® in sechs Kräfte $; zu zerlegen, 
welche in den sechs vorgeschriebenen Wirkungslinien ii wirken sollen. Wir setzen zu diesem 


Zwecke 


15), R. Beyer: Vortrag auf der VDI-Tagnng für Getriebeteehnik, Karlsruhe 1931. Zur zeichnerischen Behandlung 
der Raumgetriebe. 
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wobei die 4; noch zu bestimmende Beiwerte bedeuten, die entweder positiv oder negativ sein 
werden, je nachdem %; die Richtung von i nach i bzw. von i nach i besitzt. 


Zur Lösung der Aufgabe ergibt sieh außer der Erfüllung von Gl. (45) (geschlossenes 
Kraftpolygon aus den &; und der Kraft ®) noch die weitere notwendige und hinreichende 
Bedingung, daß die Summe der Momente W; der P; für einen beliebigen Bezugspunkt A 
vleich sein muß dem Moment Wg der Resultierenden bzw. der zu zerlegenden Kraft ®%. 

Als Bezugspunkt sei der Punkt A (4°, A”) herausgegriffen, dessen Wahl gewisse Vorteile 
bietet, wie die folgenden Momentvektorkonstruktionen zeigen werden. Dann gelten mit 

r- AP undvy;=4AP;, wenn P und die P; auf B bzw. ii liegen, 


Setzt man noch 
wobei unter e die „Momentkonstante* zu verstehen ist, so erhält man gemäß Gl. (48e) 


RA225Z110+c) 


Abb. 1la. Abh. 11h. Abb. Ile. 


Die a; und wg von [r;,öi] und [rt] sind nun in Abb. 11b als gerichtete Strecken 


eingetragen, nachdem sie mit Hilfe der Punkte @;,, i1, @;s; 9; von Abb. Ila der Länge 

nach aus Abb. Ile in bekannter Weise mit der Momentkonstanten e = |Z = 'Z;| ermittelt 

worden sind. Diese spezielle Wahl von e empfiehlt sich, da alle @i und auch ® die gleiche 

Komponente besitzen, wodurch die .,’ und ug’ im Grundriß ohne weiteres als Strecken von 

den Längen A’g;, bzw. A’gx, abgegriffen werden können. 


Nach diesem zeichnerischen Teile der Lösung hat man die Gl. (46) und (50) in ihren 
und 2-Komponenten anzuschreiben, wobei die diesbezüglichen Strecken X, Y,Z: X, 
der Abb. Ila und die ugx, bzw. die der Abb. in „em“ gemessen 
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entnommen werden. Man gelangt so zu dem folgenden Gleichungssystem für die zu be- 
stimmenden Beiwerte 4;: 


2/,+ 4,+054, 052, = —2 

21, —054, 0.4, 

2), +05%, +054,+ 154, +24, 1,5, 

24, 24, 


dessen Auflösung nach den 4; zu dem Ergebnis 


1,762, 1,=+1636, 4, 08%, ,=—-1368, 4,=+3,042 


führt. 
Durch Multiplikation der Strecken id und #”«” mit den 4; erhält man schließlich beim 


Kräftemaßstab lem für die Projektionen und der gesuchten 
Stabspannungen in „Tonnen“: 

=-0%2, S’=+02, S’=--08, S'=+04, 1,52 
r 1,97, 1,16, =+ 0,50, 0,25 =-+ 077 1,52. 


Zur Kontrolle der Zeiehengenauigkeit des neuen Verfahrens wurden der Abb. 11 dieselben 
Abmessungen zugrunde gelegt, welche von H. Egerer'") in seiner „Ingenieur Mechanik“ 
gewählt wurden und welche von ihm auf Grund einer als „Korrekturverfahren* be- 
zeichneten Lösung gefunden wurden. Für die 8;’ werden dort die Werte 


angegeben, welche mit der obigen Lösung des Verfassers gut übereinstimmen. 

Es sei hier noch der Hinweis gestattet, daß der Egerersche Formelapparat dort noch 
verhältnismäßig einfach wird, weil so spezielle Abmessungen zugrunde gelegt wurden. Das 
Verfahren des Verfassers ist aber von der Wahl einfacher Abmessungen vollkommen unab- 
hängig und würde sich genau so einfach und durehsiehtig in der Anwendung ergeben, wenn 
die Stäbe ii ganz beliebige Lage und Längen im Raume besäßen. Außerdem ist bei der 
vorliegenden Lösung die Auffindung der S,, S, und S, durch Superposition aus ® und aus 
den wie Nutzlasten behandelten Stäben S,, S8,, S, usw. unnötig, weil das Problem gleich in 
seiner gesamten Aufgabenstellung in Angriff genommen und der Lösung zugeführt wird. 

Schließlich zeigt die obige Lösung, daß die Methode des Verfassers nicht nur bei 
sogenannten „Zusammensetzungsaufgaben* von Vektoren, wie beispielsweise beim 
Raumgetriebe des vorangehenden Absehnittes, wesentliche Vorteile bietet, sondern auch bei 
sogenannten „Zerlegungsaufgaben“, die insbesondere in der Raumkraftstatik auftreten, 
mit nieht minder gutem Erfolge angewandt werden kann. 


8. Zeichnerische Ermittlung des skalaren Produktes. Für die praktischen Anwendungen 
der räumlichen Kinetostatik und der Raumkralftstatik, z. B. Bestimmung der Verschiebung 
” \ eines Raumfachwerkknotens, des Einflußplanes 
N für eine Stabkraft u. a. m., spielt noch die 
EN lirmittlung des inneren oder skalaren Produktes 

eine hervorragende Rolle. 
\n; In seinem „Beitrag zur Kinematik des 
Raumfachwerkes*“ gibt W. Prager’) eine Dar- 
A, stellung des inneren Produktes, welche die 
| | PAR; zur Grundlage hat. Es läßt sich nun dem Prager- 
| Pi schen Verfahren eine andere Konstruktion zur 
Seite stellen, die wesentlich einfacher und damit 
Zu 5 genauer ausfällt und dabei nur die elementarsten 
(\edankengänge der  darstellenden Geometrie 

benutzt. 

Bamie Dj In Abb. 12 sind zwei Vektoren vd, und 
Abb. 12. db, mit den Komponenten X,, Y,, Z, bzw. 


16) H. Egerer: Ingenieur-Mechanik, Bd. I. Berlin 1919. J. Springer. 8. 33911. 
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Z, gegeben, deren inneres Produkt // = (v, d,) ermittelt werden soll. Legt man durch 
den Endpunkt B von dv, zu d, die Normalebene F,(n,', n,”), so lautet deren Gleichung 


—X)X%, . (2), 
welehe sich auf die Form 
bringen läßt. In dieser bedeuten 


das innere oder skalare Produkt //=(v,d,) und #,. 9.1; 2, die Koordinaten des Punktes A. 
Für den Durehstoßpunkt € des in A’ zur Grundrißebene «= y errichteten Lotes ergibt sieh mit 
= Ye = und der Koordinate 26 die Beziehung 


welche gleichzeitig zur Ermittlung des skalaren Produktes // herangezogen werden kann, 
indem man ze —2,= A"C"” und Z, der Zeichnung entnimmt und die Beträge dieser Strecken 
miteinander multipliziert. Ebenso leicht ist es, das Vorzeichen des Produktes zu überblicken, 
indem man den Riehtungssinn der Strecken 4” C” und Z, bezüglich der z-Achse feststellt. 

Bei ungünstigen Schnittverhältnissen kann man auch durch A” eine Senkrechte zum 
Aufriß ziehen, deren Durchstoßpunkt D mit E, aufsuchen und // aus der Beziehung 


berechnen. Man kann endlieh durch A eine Parallele zur „-Achse ziehen, ihren Durchstoß- 
punkt E(E’, E”) mit E, ermitteln und /] aus HI=A'E': X, berechnen. 

Im Beispiel der Abb. 12 findet man gemäß Gl. 55) mit 4” 0" + 19,6 mm und 
7, = +6 mm für den Wert //=11S mm? Dasselbe Resultat erhält man aus Gl. (56), wenn 
dort für A’ D’— —- 13,1 mm und Y, = — 9 mm gesetzt wird. 

Schließlich sei erwähnt, daß in den vorliegenden Konstruktionen die Vektoren d, und dv, 
ihre Rollen vertauschen können; d.h. daß man durch den Endpunkt von vd, die Normalebene 
FE, zu d, legen kann usw., wodureh Beziehungen erhalten werden, die den Gl. (55) und (56) 
ganz ähnlich sind. 

Man kann endlich an Stelle des Punktes A irgendeinen Punkt der Projektionsachse O.r heraus- 
ereifen, z. B. 0 (0', 0”), dort d, als Vektor oF antragen und dureh Fzuv, die Normalebene 
legen, welche die Koordinatenachsen O.x, Oy und Oz in Nx, N, bzw. N. schneiden möge. 
Das skalare Produkt kann dann aus den Gleichungen 


berechnet werden, denen sich drei weitere hinzufügen lassen, wenn in der vorliegenden Kon- 
struktion d, und dv, ihre Roilen vertauschen. 


9. Rückblick. Die wenigen durchgeführten Beispiele aus der räumlichen Mechanik, 
welehe einer umfassenden Abhandlung von ea. 75 Abbildungen entnommen sind, konnten 
selbstverständlich nur einen kurzen Überblick über die Brauchbarkeit und Fruchtbarkeit der 
neuen Methode vermitteln. Es dürfte aber bereits hieraus erkennbar sein, daß die neuen 
Konstruktionen für den Momentvektor und für das skalare Produkt den Grundstein bilden zu 
einem Lehrgebäude der graphischen Raummechanik, das trotz mehrfach ausführbärer Kontroll- 
möglichkeiten „wesentlich linienärmere* Lösungen liefert, als es bei den bisherigen Verfahren 
möglich war, deren Bildpunkt-, Bild-, Antipol- und Antipolarenkonstruktionen nach m. E. 
vor allem dem Ingenieur wesensfremd sind und wohl auch bleiben werden. Als beachtens- 
werter Vorteil sei hier schließlieh noch hervorgehoben, daß sieh die Hilfslinien des neuen 
Verfahrens zum größten Teil auf dem Reißbrett als horizontale und vertikale Linien sehr 
leicht und sehr genau ziehen lassen, wodurch größere Anschaulichkeit und Übersichtlichkeit 
der Hauptfigur erzielt werden. Diese können noch weiter gesteigert werden, wenn die Zeit 
und Arbeit sparende Hilfsfigur zur Konstruktion der vierten Proportionalen als Nomogramm 
auf durehsiehtigem Millimeterpapier ausgebildet wird, wie vom Verfasser auf der Deutschen 
Mathematiker- und Physikertagung 1931 erläutert wurde. Die alleinige Benutzung der elemen- 
tarsten Grundlagen der darstellenden Geometrie dürfte endlich dazu beitragen, daß auch 
der Ingenieur der Praxis der räumlichen Mechanik nicht mehr so hilflos gegenüberstehen 
wird, wie es bisher wohl der Fall war. 225 
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Über ein auf mehrlagige Spulen bezügliches Problem 
der Elektrotechnik. 


Von Arthur Korn in Charlottenburg. 


enn man eine mehrlagige, um den einfachsten Fall herauszugreifen, z. B. eine zwei- 

lagige Spule wickelt, kann man das auf viele verschiedene Arten tun. Es handle sich 
um eine zylindrische Spule vom inneren Radius R und der Länge !; man kann dann z. B. an 
jeder Stelle die beiden übereinanderliegenden Windungen sofort nacheinander machen, dann 
die benachbarten beiden Windungen, und so fort; man kann aber auch in der Weise verfahren, 
daß man zuerst die erste Lage auf der ganzen Länge des Zylinders macht, dann an den 
Anfangspunkt zurückkehrt und darauf die zweite Lage wickelt. Neben diesen beiden nahe- 
liegendsten Arten der Wiekelung, welche wir bezugsweise als Wiekelungen erster und zweiter 
Art unterscheiden wollen, kann es natürlich viele andere Wiekelungsarten geben. 

Die Spulen der zweiten Art bieten bei ihrer Verwendung technisch interessante Besonder- 
heiten, welehe seit längerer Zeit von den Herren Wilhelm Alhorn und Egon Schröter 
experimentell studiert worden sind. Ich habe mich auf Anregung dieser beiden Herren mit 
dem mathematischen Probleme beschäftigt, den Einfluß solcher Spulen bei ihrer Einschaltung 
in zerebene Stromkreise zu berechnen, mit der Absicht, dabei die charakteristischen Unter- 
schiede der Einflüsse der beiden genannten Spulenarten aufzudecken. 

Ich will mit verhältnismäßig einfachen Dingen beginnen, mit denen sicherlich die meisten 
von Ihnen wohl vertraut sind: Wir denken uns, wie in der Telegraphentechnik, einen linearen 
Leiter in der Richtung der .-Achse von der Länge a 

=: Ze, 


und wir legen an die Enden der Leitung eine Wechselstromspannung von der Frequenz w, 
wobei wir z. B. den Punkt «0 der Leitung an die Erde gelegt denken, dann haben wir für 
Spannung V und Stromintensität / auf der Leitung an jeder Stelle « und zu jeder Zeit f die 
beiden folgenden Differentialgleichungen: 


07 

da 

N 
( 


wo R, IL, K die ceharakteristischen Konstanten der Leitung, Ohmscher Widerstand, Selbst- 
induktion und Kapazität pro Längeneinheit vorstellen und wir von Ableitungen, also Isolations- 
fehlern, absehen. Es ergibt sich in bekannter Weise, daß der Zustand der Leitung sich sehr 
rasch dem sogenannten eingesehwungenen Zustand nähert, also einem Zustand, in welchem 
\ und 7 schwingungsartig mit der Frequenz « pendeln: 


Vo Ve! 
(2): 
I 
dann haben wir für die Funktionen V«(.r) und Ir) die beiden Gleichungen: 
oV 
N 
(9), 
( r 
und aus denselben folgen die Lösungen: 
| 
A), 
—b, ex -b,e-0% 
mit 
wobei die a, a, b, b, Konstanten sind, welche sich dureh (3) und die Grenzbedingungen: 
V=0, (r=0) 
(6) 


(ae=a) 


bestimmen, wenn am Anfang der Leitung die Spannung Null, am Ende der Leitung die 
Wechselspannung (' gegeben ist. 


Ba 


k 
di 
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Für kleine Ohmsche Widerstände wird man in erster Annäherung 


a=iwyKl=iw. . 
setzen können, und es ist 
7 
S) 
ayKl 


die kleinste’) Eigenfrequenz der Leitung, mit welcher die Leitung auch schwingen kann, wenn 
die Spannungen am Anfang und am Ende der Leitung Null sind. 

Ist die Leitung kein gradliniger linearer Leiter, sondern eine einfache Spule, so kann 
man diese Theorie auch noch anwenden, indem man die Spule in einen Draht ausgezogen 
lenkt und nur die Konstanten AK und L in geeigneter Weise wählt bzw. experimentell bestimmt’). 

Wenn wir nun aber eine Spule der zweiten Art betrachten und durch einen linearen 
Leiter ersetzen wollen, so haben wir offenbar einen linearen Leiter von der folgenden Form 
anzunehmen: Derselbe gehe von dem Punkte #=0 bis zum Punkte #=a, und nun laufe 
eine leitende Verbindung, deren Einfluß wir vernachlässigen wollen, von diesem Punkte nach 
dem Punkte #0 zurück, und nun läuft ein zweiter linearer Leiter dem ersten parallel bis 
zum Punkte z=a, der den Endpunkt des Leiters vorstellen möge, wenn wir es mit einer 
zweifachen Spule zu tun haben. Es ist vorauszusehen, daß die gegenseitige Induktion der 
beiden Teile hier eine erhebliche Rolle spielen kann; ist der gegenseitige Einfluß zu vernach- 
lässigen, so wird sich der ganze Leiter wie ein linearer Leiter von der Länge 2a verhalten. 
Nennen wir Spannung und Stromintensität in dem einen Leiter 


V, und 7, 
und in dem anderen 
V, und 7,, 


ılann haben wir offenbar jetzt die vier Differentialgleichungen: 


O7, O7, 
"ax 

OV, O1, 

of 

Ol, wor: 

dx 


wo R, L, K nach wie vor die charakteristischen Konstanten: Ohmscher Widerstand, Selbst- 
induktion und Kapazität, bezogen auf die Einheit der Länge des einzelnen Leiters, vorstellen, 
und 2,, die Konstante der gegenseitigen Induktion, die offenbar um so größer ist, je stärker 
die beiden Spulen miteinander gekoppelt sind. Wenn wir am Anfang die Spannung Null, am 
Ende die Wechselspannung Ce»! haben, so haben wir noch die beiden Bedingungen 


und ferner, da Spannung und Stromintensität vom Ende des einen Leiters zum Anfang des 
anderen Leiters stetig ineinander übergehen sollen: 


Für den eingeschwungenen Zustand ist wieder 
V, eiwt l, eioft 
zu setzen, und wir erhalten somit die 4 Differentialgleichungen: 
(13) 
ı) Die Frequenzen der höheren Eigenschwingungen sind 


In 
aVKL’ aVKL 
2) Dasselbe gilt analog für mehrlagige Spulen der ersten Art. 
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und die 4 Grenzbedingungen: 


(14). 
V,)=V,;,(a), 1,(0) = I,(a) 
Es ergeben sich Lösungen von der Form’) 
(15), 
l a d, a a 
a, a, A, A, 
(16) 
A, a, U, Us 
mit 
a’ = Kio(R-+io(L + 1,,)) 4 
Kio(R+iow(L —1,,)) 
Für kleine Ohmsche Widerstände wird man wieder in erster Annäherung: 
io, 
(15) 


,=ioyK(L—1,=iw, 
setzen können. 


Für die unbekannten Konstanten 
d,, 4, 
erhält man wegen der vier Grenzbedingungen die Bestimmungsgleichungen: 


a, +a, +a, Aa, 


und das Nullwerden der Determinante: 


| l l l 
| | ea (1 -+ + 0... 
| etia 1 e aa 1 + 1 
a, a, A, As 


bestimmt die Eigenfrequenzen 
Diese Gleichung sieht auf den ersten Blick etwas kompliziert aus, sie läßt sich aber 
außerordentlich vereinfachen auf die Form: 


| a = a) | ei. a - a) 


a,te? te e? e ? | e! —e ? 


so daß die linke Seite aus drei Faktoren besteht, von denen der dritte nicht Null werden 
kann'); wir haben daher für die Eigenfrequenzen allein die Gleichungen: 
a 


3) Es folgt dies leicht, wenn man aus den Differentialgleiehungen für und 
auf die Lösungen: 


schließt. 
4, Die Nullsetzung des dritten Faktors würde 
On 


ergeben. 


| 
e? —e ?—0, e? 
: 
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oder: 
sn 

Wenn wir an die Bedeutung von 
(24) 


denken, ergibt sich so ein einfaches Resultat: Die Eigenfrequenzen nach der zweiten Gl. (26) 
liegen bei 


1 1 1 
die Eigenfrequenzen nach der ersten Gl. (26) bei 
an : 4; 6: 


ayK(L+l,’ ""aykiL+l,)’ ""ayK(L-+1,) 


Ist die gegenseitige Induktion der beiden Lagen zu vernachlässigen, also 1,0, so sind die 
Eigenfrequenzen 


| | 1 | 6 | 
d. h., es ist so, wie es sein muß, wir haben dieselben Eigenfrequenzen, wie für den linearen 
Leiter von der Länge 2a; wenn nun /,, von Null an wächst, dann verschieben sich die Eigen- 
[requenzen, welche der zweiten Gl. (26) entsprechen, nach oben, diejenigen, welche der ersten 
(il. (26) entsprechen, nach unten. Es nähert sich gewissermaßen die zweite Eigenfrequenz 
der ersten, die dritte der vierten und so fort. 

Es ist klar, daß das zu wichtigen Anwendungen führen kann. Die zwei verschiedenen 
Arten von Eigenfrequenzen, obgleich unter sich, d.h. jede Art unter sich, harmonisch, sind 
nicht mehr in der Weise harmonisch, daß alle Frequenzen ganze Vielfache der Grundfrequenz 
sind; wir können durch den Grad der Koppelung ganz willkürliche Verhältnisse erreichen. 
Wir können mit solchen Spulen in Empfängern für drahtlose Telegraphie zwei Wellen von 
verschiedenen Wellenlängen empfangen, die nicht harmonisch zueinander sind. 

Eine weitere Anwendung ergibt sich aus folgender Überlegung: Werden durch irgend-‘ 
welche Erregungen in einem schwingungsfähigen System Eigenschwingungen ausgelöst, so 
kommt auf die Grundsehwingung im allgemeinen die größte Energie, auf die Schwingung mit 
der nächst höheren Frequenz im allgemeinen schon weniger Energie und so fort. Denken 
wir uns die Grundschwingung und die Eigenschwingung mit der nächst höheren Frequenz 
zunächst harmonisch; wir wissen, daß die Abstimmungen nie scharf sind, infolge verschiedener 
sekundärer Einflüsse, daß also die Resonanzkurven an den Resonanzstellen, den Frequenzen 
(der Eigenschwingungen, in Wahrheit nur mehr oder weniger ausgeprägte Höcker haben. Wenn 
nun die Grundfrequenz und die nächst höhere Eigenfrequenz einander näher rücken, so ergibt 
sich in der Resonanzkurve um diese kritischen Stellen eine sattelförmige Kurve, und dieser 
sattelförmige Höcker kann ein verhältnismäßig größeres Frequenzband umfassen. Bei unseren 
Verhältnissen hat sich zugleich die nächste noch höhere Eigenfrequenz noch weiter nach oben 
verschoben. Die Herren Alhorn und Schröter, welche zuerst ohne Rücksicht auf die 
Theorie mit diesen Spulen experimentiert hatten, drückten sich so aus: Es scheint, als ob 
bei diesen Spulen die erste Oberschwingung unterdrückt wird. Die Theorie zeigt, daß eben 
die erste Eigenfrequenz, welche über der Grundfrequenz liegt, an die Grundfrequenz heran- 
rückt, die zweite sich der dritten nähert. Man erkennt nun sofort, daß solehe Spulen sich in 
Empfängern für drahtlose Telegraphie besonders für den Empfang von gewöhnlichen Telegraphier- 
zeichen gut eignen müssen, während sie für Telephonie natürlich weniger geeignet sind. 

Nun möchte ich zum Schlusse aber noch eine, wie mir scheint, nicht unwichtige Be- 
merkung machen: Wir haben bisher nur zweilagige Spulen theoretisch untersucht, bei dem 
Übergange zu drei- und mehrlagigen Spulen ergeben sich sehr mannigfaltige, wenn auch 
komplizierte, weitere Probleme, von deren Lösungen jedenfalls feststeht, daß sich nun an die 
Grundsehwingung nicht bloß eine höhere Eigenfrequenz, sondern deren mehrere anlagern 
werden, welche unterhalb der Oktave, also nicht harmonisch mit der Grundsehwingung, liegen. 
Man kann sich nun denken, daß man die verschiedenen Lagen der Spulen einzeln anzapfen 
und so erreichen kann, daß eine Vielfachtelegraphie mit Hilfe soleher Spulen ın drahtlosen 
Sendern und Empfängern möglich ist, wobei die Frequenzen nicht harmonisch liegen. Dies 
sei jedoch hier nur angedeutet, ich wollte hier nur über Dinge vortragen, welche einiger- 
maßen geklärt sind, und das sind zunächst die theoretischen Grundlagen für die zweilagigen 
Spulen zweiter Art. 268 
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Nomogramme für die komplexen Wurzeln quadratischer und 
reduzierter kubischer Gleichungen. 


Von P. Luckey in Marburg (Lahn). 


ie Aufsuchung komplexer Wurzeln von Gleichungen mit reellen oder komplexen Koeffi- 
D zienten ist für die Nomographie keine grundsätzlich neue Aufgabe, sobald es gelingt, 
die linken Seiten der auf null gebrachten Gleichungen in ihren reellen und rein imaginären 
Teil zu sondern. Setzt man dann jeden dieser Teile für sich gleich null, so hat man es mit 
einem System von Gleichungen mit reellen Veränderlicehen zu tun, und die Auflösung von 
Systemen simultaner Gleichungen mit reellen Veränderlichen wurde von der Nomographie längst 
in Angriff genommen. 

Um die etwaigen komplexen Wurzeln 


der quadratischen Gleichung mit reellen Koeffizienten 


zu finden, setzt man (1) in (2) ein und rechnet aus. Die Scheidung des reellen und des rein 
imaginären Teils ergibt für die vier reellen Veränderlichen p, q, &, 7 die beiden Gleichungen 


2fn+pn=d. 
Liegt eine eigentliche komplexe Lösung vor, d.h. ist »; von null verschieden, so folgt aus 
der letzten Gleichung 
p 


Irr 

ww 


und setzt man diesen Wert in die vorhergehende Gleichung ein, so findet man 


Die Gl. (3) und (4) liefern für den Fall, daß überhaupt komplexe Wurzeln vorhanden 
sind, die expliziten formalen Lösungen z=S+in der Gl. (1). Sie dienen zugleich als 
Unterlage für die nomographische Lösung. Nach (3) kann die reelle Komponente & durch 
Kopfreehnung aus p gefunden werden; man könnte zu (3) auch eine Doppelleiter zeichnen. 
Die zur Berechnung von dienende Gl. (4) gehört dem einfachsten Typ f, + f;+f, = an. 
Man kann sie nach Geschmack und Vorteil z. B. durch eine Tafel mit drei Parallelenscharen 
oder dureh eine Fluchtentafel') mit geraden parallelen Leitern oder durch einen Sonderschieber 
darstellen. In vielen Fällen wird man dem Sonderschieber wegen seiner Bequemlichkeit und 
Genauigkeit vor anderen Nomogrammformen den Vorzug geben. Der Schieber, Abb. 1, dient 


Abb. 1. Schieber zur Berechnung von 


0 7 2 3 ; 
4 
Stellt man g unter 0, so steht [unter  p,. Stellt man p 


ergibt die gezeichnete Zungeneinstellung {=3. Also hat 


7 ? 3 über 0, so steht nüber q. Beispiele: 1. Zup=-4,4q=—) 


— die Gleichung 2? + 42 — 5 = die Wurzeln —2 +3 = 1 und 
RAZOZ 2. Zup=2,'q=5 ergibt siihn=2?2. Also 
Abb. 1. Erläuterung nebenstehend. hat die Gleichung z2?+2z2+p=0 die Wurzeln —1+?2i. 


zur Auflösung von quadratischen Gleichungen mit reellen und mit komplexen Wurzeln. Der 


Stab trägt die Leitern Ö? und „7°, die Zunge die Leitern y und j . Liegt q auf der Zunge 


links von 'p'. so haben wir reelle Wurzeln, und die unter der Figur angegebene Einstellungs- 


vorsehrift liefert = y, woraus durch Kopfrechnung — zu finden ist. Liegt 
dagegen links von q, so hat die Gleichung komplexe Wurzeln — wo — dureh 


ıı Vel. Th. Spitta, Ein Nomogramm, welches auch imaginäre Wurzeln der quadratischen Gleichung zu be- 
stimmen gestattet, Ztschr. f. math. u. nat. Unterr. 61 (1930), S. 255; ferner O. Heck und A.Walther, Nomogramme 
für die komplexen Wurzeln eharakteristischer (insbesondere quadratischer und kubischer) Gleichungen von Schwingungs- 
problemen. Ingenieur-Archiv I (190), S. #11. 
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/ 


Kopfreehnung gefunden und auf dem Schieber nach der zweiten Einstellvor- 


schrift abgelesen wird. 
Es sei nun gegeben die reduzierte kubische Gleichung mit reellen Koeffi- 
zienten 


Die nomographische Auffindung der reellen Wurzeln dieser Gleichung ist seit Lalannes 
Zeiten auf mannigfache Weise gezeigt worden. Unsere Aufgabe ist, für den Fall, daß zwei 
der Wurzeln komplex sind, die nomographische Ermittelung dieser komplexen Wurzeln zu 
untersuchen. 

Es genügt, q positiv anzunehmen; denn ist q negativ Y, wo g positiv ist, so kann 
man die vorgelegte Gleichung schreiben 


Die Aufgabe ist also auf die Gleichung 


zurückgeführt, in welcher q’ positiv ist. Hat man diese gelöst, so ist Jauch z -z’ gefunden. 
Setzen wir in 
ein, reehnen aus und setzen reellen und rein imaginären Teil für sich gleich null,.so erhalten wir 


Dieses zwischen den vier reellen Veränderlichen p, g. & 7 bestehende System simultaner 
Gleichungen ist auf die beste Art nomographisch zu lösen. Um einen Überbliek über die 
nomographischen Darstellungsmöglichkeiten zu bekommen, leiten wir aus (6) und (7) die 
vierGleiehungen ab, die zwischen je drei der vier Veränderliehen bestehen. 
Sehen wir zunächst ab von dem Fall n=0, also von den reellen Lösungen der vorgelegten 
kubischen Gl. (5), so können wir (7) durch 7 dividieren und erhalten 


Eliminiert man p aus (6) und (A), so findet ınan 


Die Addition von (A) und (B) ergibt 
1 Ä 


Endlich führt die Elimination von £ aus zweien der Gleichungen auf 


Die Gl. (A), (B), (©), (D) sind das gesuchte vollständige System der zwischen je dreien 
der 4 reellen Veränderlichen p, q. &, »; bestehenden Gleichungen. Sie sind jetzt auf ihre 
nomographische Darstellbarkeit zu untersuchen. 

Zunächst sei bemerkt, daß nach (B) die Veränderliche & das Vorzeichen von g hat, also 
nach der für q getroffenen Festsetzung positiv ist. Auch 7 können wir für das Nomogramm 
positiv annehmen. Da die komplexen Wurzeln konjugiert sind, gilt stets sowohl der positive 
wie der negative Wert von n als Lösung. Ferner kann man (C) folgendermaßen schreiben: 


Hat man also auf Grund dieser Gleichung £ aus p und g ermittelt, so ist damit auch die 
reelle Wurzel 2,= — 2° der Gl. (5) gefunden. Das folgt ja auch daraus, daß nach dem so- 
venannten Vietaschen Wurzelsatz die Summe der 3 Wurzeln von (5) gleich dem Koeffi- 
z\ienten von 2? mit entgegengesetztem Vorzeichen, also hier null ist, und die beiden komplexen 
Wurzeln konjugiert sind, also die Summe 2° haben. 


2 
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Was nun den nomographischen Charakter der Gl. (A), (B), (C), (D) betrifft, so ist von 
allereinfachster Art, nämlich von der Form f,+f,+f,- 0, die Gl. (A), wie das auch die 
(il. (4) bei den quadratischen Gleichungen war. (B) an Di sind von der nächst einfachen 
Form der anamorphosierbaren Gleichungen, nämlich von? der Form f, 9, +Nh,=0, die 
z. B. dureh eine Fluchtentafel mit 2 parallelen geraden und einer krummen Leiter darstellbar 
ist. Dagegen scheint die Gl. (D) leider wohl nieht anamorphosierbar zu sein, d.h. die linke 
Seite dieser auf null gebrachten Gleichung nicht auf die Form einer Determinante 3. Ordnung 

_ gebracht werden zu können, deren jede Zeile 
+10 -22 nur aus Funktionen je einer der 3 Veränder- 

lichen p, q, n besteht. 
F Die Darstellung je zweier der Gl. (A), 
\ (B), (©), (D) ist eine nomographische Lösung 
| / / | der vorgelegten kubischen Gl. (5). Für die Wahl 
| | 7 | 7° der Gleichungen und der Darstellungsart ist 

auch wichtig, daß für gewöhnlich p und die 
rt gegebenen Werte sind, also die Variablen, 
| mit deren Werten man in das Nomogramm 
eingeht. Wir betrachten zunächst Darstellungen 
durch Netztafeln. 

1, | | Abb. 2 ist das Gerippe einer gewöhnlichen 

7 kartesischen Netztafel zu den Gl. (A) und (B). 
Als kartesische Netzkoordinaten wurden 
und „= gewählt, so daß die Ebene die 


; | komplexe Zahlenebene der Wurzeln 
0 150 Ist. Nach (A) sind in dieser Ebene die p-Linien 
T | | Hyperbeln mit gemeinsamen Asymptoten; die 
m q-Linien sind nach (B) Kurven dritter Ordnung. 
Abb. ?. > 368 
zu lösen, sucht man den Punkt, in welchem die Hyperbel mit der Bezifferung p = — 26 die 


Kurve mit der Bezifferung 460 schneidet, und findet &=3, 7=1. Damit sind die drei 
Wurzeln 2 =3H+i, .,=3—i, .,=—2E 6 gefunden. 

Die Tafel ist, wie auch 
die folgenden, für den Be- 
reich ge 
zeichnet. Sie löst aber be- 
kanntlich auch Gleichungen, 
deren Wurzeln aus diesem 
Bereich herausfallen. Denn 
statt kann man 
(az) +(a’ p)laz) )=V 
schreiben, woderreelle Faktor 
a als runde Zahl so zu wählen 
ist, daß die Komponenten von 
z'=az in den Bereich der 
Zeichnung fallen. Mit z’ ist 


[4 


2 
dann auch 2= , gefunden. 


T 


Die Tafel Abb. 2 hat 
fürHerstellung und Benutzung 


2 2 den Nachteil, daß sowohl die 
p-Linien wie die q-Linien 
krumme Linien sind. Abb. 3 
, ist eine Verzerrung von Abb. 2 
7 


auf Grund der Gleichungen 

<=#&, y=n‘. Hier sind 

die p-Hyperbeln zu Geraden 

- | 32 —y+p=0 verstreckt, und 

07 2 £— 3 nur noch für q ist eine Schar 
Abb. 3. krummer Linien 
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1 


J 2yx 


vorhanden. Das nunmehr untergelegte kartesische (£, )-Netz, hier nur durch Randskalen aus- 
führliceher angedeutet, kann bei Verwendung matter Farbtöne ausgezogen werden, ohne die 


Figur zu verwirren. 
Weil man für gewöhnlich mit den 
Werten p und g in die Tafel eingeht, 


erscheint eine kartesische Tafel mit den 
Netzkoordinaten <=p, y=qg erwünscht. 
Abb. 4 zeigt diese, auf Grund der Gl. (C) 
und (D) entworfene Tafel. Da, wie wir 
sahen, die reelle Wurzel 2,= — 2E£ ist, 
so ist Abb. 4 in bezug auf &, vom Faktor 
2 abgesehen, nichts anderes als die 
alte Lalannesche Tafel für die reelle 
Wurzel 2, von z+pz2+qg9=V0. Die Ge- 
raden £= const hüllen die Kurve 7 = 0 
ein, die das Gebiet mit einer reellen 
Wurzel von dem mit 3 reellen Wurzeln 
scheidet. Die auf Grund von (D) ge- 
zeichneten »-Linien sind Kurven dritter 
Ordnung. Um 2° 26 +60 zu lösen, 
sucht man den Punkt mit den kartesischen 
Koordinaten p= -26, 9=60. Durch 
ihn gehen die Linien n 1, und 
damit sind wieder die drei Wurzeln 
3+i, 3—i, — 6 gefunden. 
Willman mit Fluchtentafeln?) 


arbeiten, so bietet sich für die Be- 
reehnung von & aus p und g die Gl. (C), 


-50 
die, abgesehen davon, daß z, durch — 25 EZ) 
ersetzt ist, auf die bekannte Tafel 
d’Ocagnes führt. Die linke Hälfte 
von Abb. 5 zeigt sie für den Bereich 

Um die 
Fafel für diesen Bereich in guter Form zu 
entwerfen, wurde die Gl, (C) auf die Form ä 

0 
l 8 | 700 
gebracht, diese dann durch die be- 
kannten Umformungen der Zeilen und 
Spalten auf die Form 
| 
200 
> 
2 
15 4 ( 60) 500 Ranzis) 
2E+-3 2E+-3 
aus der die Parameterdarstellung der Leitern 
Yo 
-5, 
15 4 (— 
2 


herauszulesen ist. 


?) Mit der Bezeichnung „Leitertafel“ kann ich mieh nicht befreunden, da das Fluchtungsverfahren aueh in 


-30 -20 


A bh. 4. 


29 


Abb. 5. 


DEN 


om 


dem allgemeineren Fall Verwendung findet, wo eine gewöhnliche Leiter für eine Veränderliche (oder mehrere oder 
alle solehe Leitern) dureh (je) ein Netz für zwei Veränderliche ersetzt wird. 
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Es wäre schön, wenn sich auch „ nach dem Fluchtungsverfahren unmittelbar aus den 
gegebenen Größen p und g auffinden ließe. Da das auf Grund von (D) nicht möglich 
ist, begnügen wir uns damit, „7 aus p und dem soeben gefundenen £ zu ermitteln. Hierzu 
dient die Gleiehung (A), die durch die rechte Teiltafel von Abb. 5 dargestellt ist. Zu wesent- 
lich derselben Lösung kommt man, wenn man die reelle Wurzel 2, = — 2£ durch die Fluchten- 
tafel d’Ocagnes findet und dann die übrigbleibende quadratische Gleichung 


2’ +-pz+1 
2+2,2+(p+ 2) =0 


nomographisch löst). 


Außer dieser durch Abb. 5 dargestellten Lösung auf Grund von (C) und (A) gibt es 
nun noch eine solehe auf Grund von (C) und (B). Hat man (C) wieder durch die linke Teil- 
tafel von Abb. 5 dargestellt, so besteht die merkwürdige Möglichkeit, (B) durch eine Fluchten- 
tafel darzustellen, die dieselben Leiterträger wie die linke Teiltafel von Abb. 5 benutzt. 


Denn (C) geht in (B) dadurch über, daß man 4 durch €, & durch > und p durch »? ersetzt. 


Man braucht also nur, wie es in der linken Teiltafel von Abb. 5 ausgeführt ist, an die Teil- 
striche der g und der &Leiter die doppelt so großen Bezifferungen anzuschreiben (die neuen 
Bezifferungen der &Leiter bedeuten übrigens, vom Vorzeichen abgesehen, die reellen Wurzeln 
der kubischen Gleichung) und an den Träger der p-Leiter die Leiter 7? anzuheften. Dann 
wird die rechte Teiltafel überflüssig, da die linke unter Verwendung der neuen Bezifferungen 
die Unbekannte » dureh die (im Beispiel punktiert eingetragene) Fluchtung g>F>n liefert. 
Kin Nachteil ist es, daß die Leiter der gesuchten Größe n nicht zwischen denen von q und { 
liegt. Dafür hat die »-Leiter aber den doppelt so großen Maßstab wie in der rechten Teiltafel. 


Will man die Auffindung der komplexen Wurzeln auf bloße Rechenschiebergleichungen 
fı ++ ff, 0 zurückführen, so kann man folgendermaßen verfahren. Man führt durch die 


Gleichung 


eine Hilfsgröße a ein, die das Vorzeichen von p hat. Aus (8) und (D) folgt 
4 | 
p*-f(a), wobei f(a) a—N(a—1) 22.2.0. 
Sind p und 4 von O verschieden, so folgt aus (9) weiter 


Diese Gl. (9a) läßt sich z. B. durch einen Sonderschieber darstellen, wobei folgende beiden 
Fälle zu berücksichtigen sind: 


p>Vd, fa a>1; 2 fa <0, 


Hat man « mit dem Sonderschieber ermittelt, so findet man mit einem gewöhnlichen 
Rechenschieber dureh je eine Einstellung 7 und &, und zwar n nach (8) und & nach der aus 
(S) und (A) folgenden Gleichung 


/um Sehluß noch eine Bemerkung über die nomographische Lösung algebraischer 
Gleichungen mit komplexen Koeffizienten. Schon die lineare Gleichung 


führt auf zwei simultane Gleichungen zwischen sechs reellen Veränderlichen £,, &,, &,, 1, 92, 9»: 
Die Lösung bedeutet nichts anderes als die nomographische Ausführung von Multiplikationen 
und Divisionen komplexer Zahlen. Ein Gedanke zur Lösung ist die Verallgemeinerung des 
gewöhnlichen logarithmischen Rechenschiebers, mit dem Multiplikationen und Divisionen 
reeller Zahlen ausgeführt werden, auf das entsprechende zweidimensionale Gebilde für 
komplexe Zahlen. Um die Analogie ganz durchsichtig zu machen, stellen wir die Entstehung 
(dieses logarıthmischen Rechenschiebers für komplexe Zahlen derjenigen des logaritlimischen 
Rkechenschiebers für positive reelle Zahlen gegenüber. Der letztere ist ein Teilgebilde des 
ersteren. 


») Vgl. Heck und Walther,a.a. 0. Siehe auch Edgar Dehn, Algebraie Charts. Oxford 1930 (besprochen 
in Zeitschr. f. math. u. nat. Unterr. 62 (1931), S. 181 bis 182). 
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Gegeben ist die logarithmische Leiter 


(12a), 


wo der mit & zu beziffernde Teilstrich vom 
Nullpunkt der »-Achse die durch (12a) an- 
gegebene Entfernung hat. £ ist positiv. 


Die &-Leiter ist die durch die Funktion 
Logarithmus vermittelte Verzerrung des gleich- 
förmigen positiven Halbstrahls der Zahlen- 
geraden. 


Legt man eine zweite, der ersten kongruente 
logarithmische Leiter beliebig an die erste, 
und steht der Teilstrich £, der zweiten Leiter 
dem Teilstrich &, der ersten und der Teil- 
strich &, der zweiten Leiter dem Teilstrich £, 
der ersten gegenüber, so gilt 


Von diesen 4 Größen müssen 3 gegeben und eine gesucht sein. 


Gegeben ist das logarithmische Netz 


in). (12b), 
wo die mit & zu beziffernde Linie in der 


kartesischen (x, y)-Ebene die Gleichung 
log & = = + log cos y 
hat, und die mit „7 zu beziffernde Linie die 
Gleichung 
log 7 = x + log sın y. 
Beweis: Aus (12b) folgt 
also cos y 
n=e‘siny. 
Hieraus erhält man durch Logaritlimieren die 
behaupteten Gleichungen. 


Das (£, 7)-Netz ist die durch die Funktion 
Logarithmus vermittelte konforme Abbildung 
eines gleichförmigen kartesischen Netzes. 

Setzt man 


oder „==logo, 


bringt also an der Abszissenachse der (a, y)- 
Ebene eine logarithmische o-Leiter an, so 
sind o, y der absolute Betrag und die Ab- 
weichung der komplexen Zahl 


Etin=o-eiu 


und können an den Rändern des nach Art 
des halblogarithmischen Papiers geteilten 


Blattes abgelesen werden. 

Legt man ein zweites, dem ersten kon- 
gruentes logarithmisches Netz, das auf durch- 
sichtiges Papier gezeichnet ist, so auf das 
erste, daß stets die “„-Achsen der beiden 
Blätter gleiehsinnig parallel sind (so daß also 
das zweite Blatt beliebig verschoben, nicht 
aber gedreht werden darf), und steht der 
Netzpunkt &,—+in, des Schiebeblattes 
über dem Netzpunkt 2, &, +‘, des Grund- 
blattes und der Netzpunkt 2,=&,-+in, 
des Schiebeblattes über dem  Netzpunkt 
2,—= &,+tin, des Grundblattes, so gilt 


. (13b). 


Insbesondere benutzt 


man (13) zur Ausführung von Multiplikationen und Divisionen, indem man eine der 4 Größen 


gleich 1 nimmt. Gibt man 


der Zunge 


| 


dem Schiebeblatt 


einen doppelt so großen Maßstab wie dem Stab (dem Grundblatt), so werden Gleichungen 


von der Form 


!ösbar, darunter als Sonderfälle die Quadrierungen und Quadratwurzelziehungen reeller — 


komplexer — Zahlen. 


Allgemeiner kann man auf Stab (Grundblatt) und Zunge (Schiebeblatt) 


| 
| 
| 
I 
| 
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die Leitern (Netze) beliebiger Funktionen entwerfen. Dann werden im Reellen oder Komplexen 
(Gleichungen lösbar von der Form 


f(z,) [(2,) = 9(2,) (2,) 


und (bei logarithmierten Funktionen) von der Form 


(2) 


Es ist auch denkbar, auf dem komplexen logarithmischen Schieber z. B. quadratische 
Gleichungen mit komplexen Koeffizienten 


nach demselben Probierverfahren zu lösen, nach dem man dieselbe Gleichung mit reellen 
Koeffizienten auf dem gewöhnlichen logarithmischen Schieber löst. 

Derartige Nomogrammformen für Rechnungen und Formeln im Komplexen werden bei 
ihrer praktischen Verwirkliehung noch der Um- und Ausgestaltung bedürfen. Den Anfang 
hierzu hat Jean Spielrein') in Moskau gemacht. Er behandelt die Verwandlung der 
Form S+in in die Form oe und umgekehrt, ferner Multiplikation und Division komplexer 
Zahlen °). 202 


Komplexe T'ensorgleichungen in der ebenen Festigkeitslehre. 


Von 4. Busemann in Dresden. 


n einer kleinen Mitteilung (ZAMM 1931, S. 71) habe ich gezeigt, daß man nur eine geringe 

Anzahl von Regeln kennen lernen muß, um die komplexe Zahl bei ebenen Problemen als 
physikalischen Vektor ansehen und in ähnlicher Weise mit ihr rechnen zu können. Diese 
Mitteilung bezog sich im wesentlichen auf die unveränderte Addition, das innere und äußere 
Produkt zweier Vektoren und den Nablaoperator: 


inneres Produkt: „läb+tab). . 
ER 
äußeres Produkt:  Im(ab) 7 
Nablaoperator: (3), 
- 
Va 
rot a=2:- Im 


Dabei bedeuten kleine deutsche Buchstaben räumliche Vektoren, große deutsche Buchstaben 
ebene Vektoren, kleine lateinische Buchstaben komplexe Vektoren, große lateinische Buchstaben 
reelle Zahlen oder absolute Beträge. Es bezeichnet @ den konjugiert komplexen Vektor 
zu a, Reia) den reellen Bestandteil von a. Im(a) den vom Faktor i befreiten imaginären 
Bestandteil von a: z ist der Ortvektor in der komplexen Ebene, man kann partiell nach z 
differentieren bei festgehaltenem z und umgekehrt. 

Diese Regeln sollten damals gestatten, die ebene Hydrodynamik mit der räumlichen ın 
engere Beziehung zu bringen. Inzwischen wurde ich aber durch eine Arbeit von L. Föpp| 
(ZAMM 1931 S. St) angeregt, in gleicher Weise eine Verbindung zu suchen zwischen räum- 
licher und ebener Festigkeitslehre. Das bedeutet aber notwendig, die Regeln aufzustellen, 
nit denen man Tensoren als komplexe Zahlen schreiben kann. 

1), JeanSpielrein (Moskau), Über einen Reehenschieber für komplexe Zahlen. Elektrot. Zeitschr. 45 (1924), 
S. 849 bis 832. 


5) Anmerkung bei der Drueklegung: Inzwischen erschien: H. Schwerdt, Die Anwendung der Nomographie 
in der Mathematik. Berlin 10931. Meine Ausführungen berühren sieh mehrfach mit solchen dieses Buches. 
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I. Affinoren (unsymmetrische Tensoren). Durch die Vektorgleichung: 


vird bei gegebenen p,q,t, $,t, u jedem Vektor a eindeutig ein Vektor b zugeordnet. Die 
\,inearität des Ausdruckes bringt es mit sich, daß, wenn a als Ortvektor eine Gerade durch 
'äuft, der Endpunkt des Ortvektors b ebenfalls eine Gerade beschreibt. Diejenige Verzerrung, 
\ie jede bisher durch a bestimmte Stelle an den Ort b rückt, ist daher eine affıne Verzerrung 
les Raumes. Man nennt obige Operation die Multiplikation von a mit einem „Affinor“ : 


je Summanden affın (pg), auch einfach pq usw. heißen Dyaden. 
Während man im Raume drei Dyaden braucht, um mit b den ganzen Raum darstellen 
‚u können, genügen in der Ebeue zwei Dyaden. Ein ebener Affinor ist daher definiert durch: 
Da in Gl. (1) bereits die komplexe Schreibweise von inneren (skalaren) Produkten angegeben 
ist, Jäßt sich diese Beziehung leicht auf das Komplexe übertragen: 


b = | 


(S). 
| 


Der komplexe Affinor läßt sich daher aus zwei Gliedern zusammensetzen, von denen das 
eine mit a, das andere mit @ zu multiplizieren ist. Diese Beziehung soll abgekürzt geschrieben 
werden: 


Der Ausdruck hinter dem Semikolon ist dabei stets mit dem konjugiert komplexen Vektor 
zu multiplizieren. Die Vektoren p,g,r,s dienten zur Ableitung des komplexen Affinors, sie 
zeigen, daß die beiden „Komponenten“ des komplexen Affinors zwei voneinander unabhängig 
wählbare komplexe Zahlen darstellen. Darüber hinaus geben sie auch noch den Charakter 
der Komponenten an. Die erste Komponente ist eine reine (komplexe) Zahl, die von einer 
Drehung des Koordinatensystems unberührt bleibt, die zweite Komponente ist das Quadrat 
weier komplexen Vektoren und dreht sieh daher mit der doppelten Winkelgeschwindigkeit 
bei Drehung des Koordinatensystems. Entsprechend dieser Eigenschaften sollen die Kom- 
ponenten mit den @uadraten eines kleinen griechischen Buchstabens und eines kleinen 
lateinischen Buchstabens bezeichnet werden. Ein Affinor selbst werde durch einen einge- 
klammerten großen griechischen Buchstaben bezeichnet: 


Kehrt man in jeder Dyade die Reihenfolge der Vektoren um, so verwandelt sich der Affinor (7') 
in seinen „konjugierten Affinor“ (7').. Für den komplexen Affinor ändert sich dabei nur die 
erste Komponente, die in ihren konjugiert komplexen Wert übergeht: 


Die Addition zweier Affinoren folgt aus: 
ınan erhält: 
Kın Affinorprodukt liefert folgende Vorschrift: 


ie Ausreehnung ergibt: 


\lan erhält hieraus z. B. folgende Produkte: 


| 


2 Ztschr. f. angew. 
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Il. Darstellung des Affinors. Die zweckmäßigste Darstellung des Aftinors entspricht dem 
Mohrschen Spannungskreis. Auf diese Darstellung gelangt man durch folgende Überlegung. 
Ein Affinor (/") angewandt auf den Vektor a verwandelt diesen in den Vektor 5, der sich von a in 
Größe und Richtung unterscheidet. Um das Verhältnis von b zu a einfach zu überblicken, 
soll a sich bei konstanter Größe um 360° drehen, das jeweils gefundene 5 soll nun aber nicht 
zu der wirklichen Richtung a, sondern in gleicher gegenseitiger Lage zu einem auf der reellen 
Achse liegenden festen Vektor a aufgetragen werden. Mit komplexen Zahlen geschieht dies 
in einfacher Weise dadurch, daß man den Ausdruck b/a bildet, wobei dann gleichzeitig 
der Betrag von a gleichgültig wird: 


mag b ,„,.,..d 


| Läßt man nun a alle Richtungen durchlaufen, indem man etwa 


BR r schreibt (mit e als Basis der nat. Logarithmen): 
- 2A ei und A, 
so erhält man die Gleichung: 
h 


2 2 

Abb. 1. 
Durch diese Gleichung wird ein Kreis (Abb. 1) um den Punkt y” mit dem Radius ec?” darge- 
gestellt. Von dem Punkte y?+ ec?’ für A 0 aus wird dieser Kreis bei wachsendem A mit 
doppelter Winkelgeschwindigkeit und entgegengesetzter Drehrichtung gegenüber der Drehung 
von a durchlaufen. 

Aus dieser Darstellung läßt sich entnehmen, welche Eigenschaften ein gegebener Affinor 
besitzt. So ergibt der „Einheitsaffinor* (1:0) nur den Punkt 1, also b=a, wie auch die 
Ausrechnung zeigt. (e?’C;0) stellt eine Drehung aller Vektoren a um denselben Winkel 2€C 
ohne Anderung des Betrages dar, man nennt derartige Affinoren „Orthogonalaffinoren“. Ist 
(die erste Komponente y? reell, so kommen gleichviel Rechts- und Linksabweichungen des 
Vektors b gegenüber a vor; derartige Affinoren heißen symmetrische Affinoren ((/')=(I').) 
oder Tensoren. Die zweite Komponente ec? bestimmt die „Hauptachsen“ und den Unterschied 
(der größten und kleinsten Verzerrung in diesen Achsen. Verschwindet diese zweite Kompo- 
nente, so liegt ein „Kugelaffinor* vor (vgl. den Einheitsaffinor und den Orthogonalaffinor). 


Ill. Zuordnung eines Tensors zu einem Affinor. Ein Tensor unterscheidet sich von einem 
Affinor dadurch, daß in seinen Hauptachsen keine Drehung auftritt. Man erkennt dies an der 
reellen ersten Komponente. Ein Affinor läßt sich stets durch einen Tensor und eine Drehung 
(Orthogonalaffinor) darstellen. Bei endlichen Drehungen ') ist es für die Lage der Hauptachsen 
nötig, zu wissen, ob die Verzerrung oder die Drehung zuerst vollzogen ist. Dreht man zu- 
nächst und verzerrt hinterher, so nimmt man die Verzerrung in den „räumlichen“ Achsen 
vor: verzerrt man dagegen erst und dreht hinterher, so geschieht die Verzerrung in den 
„substantiellen* Richtungen, die Hauptachsen liegen aber nach der Drehung in anderen räum- 
lichen Riehtungen. Um den Affinor (/')=(y?;ec?) herzustellen, sollen daher der substantielle 


Tensor?) bzw. der räumliche Tensor (y)» = (yy; mit der Drehung (2:0) 


auf den Vektor a angewandt werden: 


II> 


> 
- 
> > 
- - 
— 


’ 


Man erhält demnach für die zweite Komponente die Beziehung: 


oder 

oder 


1, Vel. E. Trefftz in Geiger-Scheel: Handbueh der Physik. Band VI, 8. 57. Berlin 1928. 

®, Die Verwendung desselben Buchstabens für die Bezeichnung des Tensors und seiner ersten Komponente dürfte 
zu Verwechslungen kaum Anlaß geben. Es ist y7 = |y?] der absolute Betrag von y?, somit stellt 77 = y?/ y?| den 
Einheitvektor in der Riehtung von y? dar. 
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n folgender Weise kann man daher umgekehrt dem Affinor (/') einen räumlichen bzw. 
inen substantiellen Tensor zuordnen (vgl. Gl. (13)): 


‘sewöhnlich betrachtet man geringe Verzerrungen und Drehungen, so daß sich der Tensor (7) 
nur wenig vom Einheitstensor unterscheidet. Man bildet dann die Abweichung (7) der 
\ffinors vom Einheitstensor: 


der Betrag von klein gegen 1 ist, so ist der Betrag von 1-+ Re(°), und 
nan erhält: 


tens (/') = (1 + Re (6°); d’)—=(1;0) (He (Ö°); d’). 


Für Derivationsaffinoren lautet daher die Zuordnung: 


| 
tens (A) =tens (9°; d’)=(Re(öY); - . MM). 


IV. Der Gradientenaflfinor. Durch die symbolische Dvade ist ein Affinor dargestellt. 
Der konjugierte Affinor wird als Gradientenaffinor bezeichnet, er. schreibt sjeh komplex 
entsprechend Gl]. (8) und (10) sowie (5) und (6): 
04.04 
02’'02 


1 
)=(5 


[22 


affın (I 


(Gemäß der Eigenschaft als Derivationsaffinor findet man den abgeleiteten Tensor nach Gl. (17): 
1. 
tens g). = defgq = Re div g: 
(19) 
Über den Skalar div y findet sich Näheres in VI. 

V. Die Tensorgleichungen der Festigkeitslehre. Mit Hilfe der in I bis IV angegebenen 
Regeln sollen nun die Tensorgleichungen der Festigkeitslehre in komplexer Form angegeben 
werden, Die Verschiebung q(z2,2) als Funktion des Ortes z bzw. z erzeugt die Spannung (6) 
einerseits durch den Deformationstensor def q, andererseits durch den Kugeltensor der Volumen- 


änderung (= div n (1:0) = (3 divg: 0) nach Maßgabe der Elastizitätskonstanten‘®) und E,: 


(reifen im Inneren eines Bereiches keine äußeren Kräfte an, so gilt dort: 
Sind die Grenzen dieses Bereiches durch eine Randkurve AR mit dem Linienelement dz, 
vegeben, so haben die dort angreifenden äußeren Kräfte k die Bedingung zu erfüllen: 
Das elastische Problem ist die Lösung der drei Gl. (20), (21) und (22). Zunächst läßt sich 
(]. (21) integrieren. Es folgt nämlich aus: 
(00) 
02 082’ 


'aß (o) ein vektorielles Potential f(z, 2) besitzt, für das die Beziehungen gelten: 


und of _ g? 


Ei=2G; E,=2GC. bei freier, 2G- bei eingespannter dritter Dimension. 
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dureh das Gl. (21) stets erfüllt wird. Da nun die Ableitung von f nach z rein reell ist, gilt 
of 
F(z,z), die Airvysche Spannungsfunktion, gradF—=f. Nach Gl. (4) findet man für die 
Spannung selbst den Ausdruck: 


F 


nach Gl. (6) rot f= 2: Im | )=0. Demnach besitzt f selbst wieder ein reelles Potential 


02:02’ "2 


Setzt man diesen Wert in Gl. (20) ein, so ergeben sich Beziehungen zwischen der Spannungs- 
funktion F und der Verschiebung g: 


a 


Diese beiden Bedingungen sind nicht von einander unabhängig, denn differentiiert man (24a) 
nach z und z, so erhält man Differentialausdrücke, die direkt oder konjugiert komplex von 
der zweimal nach z differentiierten Gl. (24b) geliefert werden (Kompatibilitätsbedingung): 


Da der Quotient der Elastizitätsmaße notwendig positiv ist, hat diese Gleichung nur die 


Lösung: 


353 =divgraddivgradF=AAF=0. . . .. (8). 


Diese Bedingung beschränkt die Spannungsfunktion auf folgende Form (vgl. A. Busemann, 
JAMM 1931, S. 397): 


2F=gl@) +2. he) +gl2) +2 2 2 2 (26), 
aus ihr liefert Gl. (23) die Spannung: 


()=(h’(2) + h (2): : : 2 2 (27). 


Sind als Randbedingungen nur äußere Kräfte gegeben, so lassen sich die noch unbe: 
kannten Funktionen y und h aus Gl]. (22) bestimmen. Zerlegt man die äußeren Kräfte in 
die Normalkomponente N -idz, und die Tangentialkomponente M- dz,: 


so gilt längs des Randes AR die Bedingung für FF: 


idz2,— 2 Ne (—t)-.dz, (M-+iN).dz, 
oder integriert: 
. [öF 


. 
Aus (25) und dem konjugiert komplexen Wert findet man F durch nochmalige Integration: 


F -dz,+ dz,) Im +iN)d dz,-+ const- +Const . . (9). 


* 


Beim vollständigen Umlauf um einen Bereich ohne Lücken im Innern, an denen äußere 
Kräfte angreifen, erhält man durch partielle Integration von (29) die Gleiehgewichtsbedingung 
der äußeren Kräfte: 


Im(z, (M+HiN)dz) Im (Pz (M+iN)dz). . .. (80): 
das Moment aller äußeren Kräfte muß für jeden Punkt z, verschwinden. 
Für lastfreie Ränder (M + N 0) vereinfacht sich die Gl. (29) zu: 
F Im (const z,) + ÜConst, 


wobei man an einem zusammenhängenden Stück des Randes noch über die beiden Konstanten 
frei verfügen kann. Setzt man beide Konstanten gleich Null, so verschwindet nach Gl. (28) 
am Rande auch die erste Ableitung von F in beliebiger Richtung dz bzw. dz. 


| | 
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Bestehen die Randbedingungen aus gegebenen Verschiebungen des Randes, so gelingt 
die Bestimmung der Funktionen g und h in (26) über die Gl. (24). Zunächst liefert Gl. (24b): 
Ö F 
E, q=—2- 


Die nach (24b) noch unbestimmte Funktion f, wird aber durch Gl. (24a) noch eingeschränkt: 


+ E,)- Reif, (z2)). 


Ersetzt man hierin F nach Gl. (26), so folgt: 
E,+E, 
und daraus die Verschiebung q: 
3E, +E, 
‚hi2)- . . . (31). 
Setzt man in diese Gleichung die gegebenen Randwerte q, ein, so lassen sich die beiden 
Funktionen g und Ah ermitteln. Daß sich zwei Funktionen aus einer Gleichung ergeben, 
liegt daran, daß g und A schon auf analytische Funktionen von z allein, nieht von z und z, 
beschränkt sind. 


VI. Die Formänderungsarbeit. In III. ist gezeigt, daß man jedem Affinor einen Tensor 
zuordnen kann. Es soll nun noch nach Skalaren gesucht werden, die einem Tensor zugeordnet 
sind. Aus Gl. (19) erkennt man, daß der „Hauptwert“ eines Tensors durch die doppelte 
erste Komponente des Tensors dargestellt wird. Dieser Hauptwert soll auch für den ent- 
sprechenden Affinor gelten (vgl. Gl. (15), (16) und (IM): 


Außer diesem ersten Skalar lassen sich noch weitere ermitteln, wenn man den 'Tensor beliebig 
oft mit sich selbst multipliziert und von dem Produktentensor den Hauptwert bildet. Der 
Betrag der zweiten Komponente eines Tensors ist ebenfalls ein charakteristischer Skalar des 
Tensors, er ist aber bereits in den angegebenen enthalten (vgl. Gl. (12)): 
„12 
=2- 


Die Formänderungsarbeit im Volumenelement ist bei linearer Elastizität gleich dem 
halben Hauptwert des Produktentensors aus Spannungstensor und Deformationstensor: 


(32). 


(39). 


Der Skalar s? s? bedeutet das Quadrat der größten Schubspannung des Spannungstensors (0). 

Man benutzt ihn einerseits als Maß für die Gefährlichkeit eines Spannungszustandes, anderer- 
seits auch als Fließbedingung im plastischen Bereich ebener Spannungszustände: 


Greifen in dem plastischen Bereich keine äußeren Kräfte an, so gilt auch dort noch Gl. (21) 
(div (0) 0) und die aus ihr abgeleitete Airysche Spannungsfunktion Gl. (23). An die Stelle 
der Bedingung (20) tritt jedoch die Fließbedingung (35), so daß man erhält: 


. . . . . . . . . . . (36). 


Vil. Zusammenfassung. Merkt man sich außer den drei Regeln für die komplexen 
Vektoren (Gl. (1), (2) und (3)) noch die eine Regel über die komplexen Tensoren (Gl. (9), die 
auch nach Gl. (S5) aus Gl. (1) abzuleiten ist, so bedarf es keiner neuen Überlegungen, wenn 
man von räumlichen Vektor- und Tensorgleichungen bei ebenen Problemen zu der komplexen 
Schreibweise übergehen will. Es ist natürlich nieht notwendig, daß die komplexe Gleichung 
dann einen einfacheren Weg zur Lösung erkennen läßt, wenn auch ebene Probleme im 
allgemeinen wesentlich einfacher sind als räumliche. Je verwickelter die dabei auftretenden 
komplexen und konjugiert komplexen Größen miteinander verbunden sind, um so schwieriger 
st im allgemeinen die Rechnung. Gerade deshalb dürfte es aber angenehm sein, einen 
direkten Weg zu den komplexen Gleichungen zu besitzen, damit man möglichst bald sieht, 
ob man weiter kommt. In dieser Arbeit werden nur bekannte Beispiele gebracht, um in die 
notwendigen Überlegungen einzuführen. 238 
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Reine Biegung schlanker, dünnwandiger Rohre 
mit gerader Achse’). 


Von E. Chwalla in Brünn. 


ird ein Rohrträger durch Endmomente „M“ auf querkraftsfreie Biegung beansprucht 
(Abb. la) und aus der sich einstellenden ausgebogenen Gleichgewichtslage ein Träger- 
element herausgescehnitten, dann zeigt sich, wenn wir uns die Resultierenden „Z, D“ der 
Biegespannungen als äußere Kräfte wirksam denken (Abb. 1b), daß „Z,D* eine resultierende 
Doppelkraft „Q* besitzen, die das Trägerelement senkrecht zu seiner Achse zusammenzu- 
drücken sucht. Bei Trägern mit Vollprofilen würde diese Querpressung ohne merkbare 
Verformung des Querschnittes aufgenommen werden und daher im Rahmen der Biegungs- 
theorie bedeutungslos sein; hingegen wird sie bei Trägern mit dünnwandigen Hohlprofilen eine 
Abplattung des Querschnittes (Abb. le) und damit eine Verringerung der Biegesteifigkeit zur 
Folge haben, die eine Vergrößerung der Achsenkrümmung, somit eine weitere Vermehrung 
der @Querpressung bewirkt. Es ist daher unmittelbar einzusehen, daß der funktionale Zu- 
sammenhang zwischen Biegemoment und Achsenkrümmung bei derartigen Trägern mit dünn- 
wandigen Hohlprofilen kein linearer sein kann, wie er für Vollprofile mit großer Annäherung 
erhalten wird. Beim kreiszylinderischen Profil erweist sich die Abweichung als derartig 
stark, daß die erhaltene Lösung gänzlich aus dem Rahmen der bekannten Lösungstypen 
herausfällt; die erhaltene Sonderform des Zusammenhanges zwischen Moment und Krümmung 
bedingt dann ihrerseits die eigenartigen Lösungsformen, die bei der Untersuchung des Gleich- 
gewichts schlanker, dünnwandiger Rohre unter zentrischem und exzentrischem Druck ge- 
funden werden. Das Problem der reinen Biegung gerader dünnwandiger Rohre hat schon 
l. G. Brazier (Proe. of the Royal Soe., Ser. A, Vol 116, 1927) näherungsweise behandelt, 
jedoch die Quersehnittsverformung als unendlich klein angesehen, während sie in Wirklichkeit 
relativ große endliche Werte annimmt. Brazier berichtet auch über Versuche, die im Royal 
Aireraft Establ. mit Zelluloidrohren durchgeführt wurden und die Existenz eines „kritischen* 
Zustandes deutlich erkennen ließen. 
Wir betrachten ein gerades, auf reine Biegung beanspruchtes Rohr, dessen Wandstärke 
„d“ sehr klein und dessen Länge groß gegenüber dem Radius „r*“ des Querschnitts-Mittel- 
kreises ist. Für die beiden Endquerschnitte wollen wir ebenso wie für die übrigen Quer- 
schnitte eine unbehinderte ebene Verformbarkeit des Mittelkreises voraussetzen und der Her- 
leitung das Hookesche Formänderungsgesetz und die Bernoullische Hypothese zugrunde 
leren. Von Instabilitätserscheinungen sehen wir ab. Da die elastostatischen Verhältnisse an 
allen Achsenstellen die gleichen sind, können wir die Untersuchung auf ein der Gleichgewichts- 
lage entnommenes, isoliertes Rohrträgerelement der Länge „eins“ beschränken. Die im Element 
aufgespeicherte potentielle Energie der achsialen Biegung beträgt A, = I wenn - die 
Achsenkrümmung und „./* das Trägheitsmoment des abgeplatteten Querschnittes bedeutet. 
Zu diesem Wert tritt die potentielle Energie, die durch die Verformung des ringartigen Rohr- 


trägerelementes in seiner Ebene bedingt ist und für die wir, da der Ring mit Rücksicht 
3 


“ 
auf die verhinderte Querdehnung (Poissonzah] a die Biegesteifigkeit 12.1») besitzt, 


die Beziehung 


3 12-(1—») \ Fr 


anschreiben können; hierbei ist ’ die entstehende örtliche Krümmung der (Querschnitts- 

Figur, die vor der Verformung ein Kreis vom Radius „r* war, während „An“ die Ring- 

dehnungsarbeit bei einer allfälligen Umfangsänderung des Querschnittes bedeutet. Um die 


bei einer bestimmten, erzwungenen Krümmung z der Trägerachse eintretende Querschnitts- 


verformung zu finden, wollen wir verlangen, daß für das gesamte elastische Potential 
„A Min.“ besteht. Die mit einer Umfangsänderung verbundenen Querschnitts- 
verformungen werden nicht an der engeren Konkurrenz der Formen teilnehmen, da hierbei 
pn rascher ansteigen würde als A, abnimmt. 

Bei der Lösung dieses Problems ist zu berücksichtigen, daß die innerhalb des er- 
forderlichen Untersuchungsbereiches auftretenden Querschnittsverformungen von einer relativen 


1) Gekürzte Wiedergabe eines Abschnittes der Abhandlung „Elastostatische Probleme schlanker, dünnwandiger 
Rohre mit gerader Achse‘, Sitzungsber. d. Ak. d.W. in Wien, Ila, 1931. 
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Größe sind. die die vereinfachende Annahme „unendlich kleiner“ Verschiebungen schlechtweg 
ausschließt. Um den dadurch bedingten Schwierigkeiten auszuweichen, führen wir näherungs- 
weise einen elliptischen Ansatz willkürlich ein. Wir kennzeichnen das Maß der elliptischen Quer- 


M 
sehnittsverformung durch das Verhältnis . der in der neutralen Achse gelegenen großen 


Kllipsenhalbachse zum ursprünglichen Kreisradius (Abb. 1e). Die relative Größe der kleinen 


Halbachse ist dann durch die Forderung einer dehnungslosen Querschnittsverformung  fest- 
selegt, die ihren analytischen Ausdruck in der Bedingung U—2ra=V0 oder 


h ‚ja 
findet. In Abb. 2 ist die dureh Gl. (1) festgelegte Funktion dargestellt; für 
—0), so daß im Intervall 0 = - sämtliche Grade der (uerschnittsabplattung, vom 


wird 


Kreisprofil bis zur vollständigen Zusammendrückung zur Geltung kommen. Das Trägheits- 
moment des elliptisch verformten, dünnwandigen Rohrquerschnittes beträgt 


300| 


b 
Ar 


050-7 


r 
[7 
Abb. 1. Abb. 2. 


Für den ursprünglichen Kreisquersehnitt ist «0, a 1 und für anwachsende , nimmt 

„a“ unter Wahrung der Gl. (I) ab, wie die erhaltene, in Abb. 2 dargestellte Funktion 


of, (“) zeigt. Die Kenntnis von „a“ ermöglicht, für die verschiedenen Grade en der 


(uerschnittsverformung die im Trägerelement der Länge „eins“ aufgespeicherte potentielle 
inergie der achsialen Biegung 
Ear’da 


20°? 


anzugeben. Für die zusätzlich vorhandene potentielle Energie der „Ringbiegung* wird die 


E | | \ ») \ | l 


sefunden, die die örtliche Ringachsenkrümmung enthält und deren Integrale sich über den 
“IR 
unveränderten Querschnittsumfang „U = erstrecken. Es ist ds=2rn, \( ds—=2n 


und \(, J.as können wir folgendermaßen ermitteln: Wir beziehen die Ellipse auf ein 
‚\oRr 


Koordinatenkreuz (Abb. le), führen die Hilfsgrößen ein 


r 
B 
| 3) | | | 
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und erhalten | .ds= 2 -d£E. Nun gilt ker. gen 
OR Ad 1 
Im ds a? y1 & ds a’ Ca h 
mit 99.6. 50 daß wir 
E:-0° b’.r a” 
schreiben können. In Abb. 2 wurde die aus Gl. (IV) unter Wahrung der Gl. (I) erhaltene Funktion 
3% 
B Ai 3 dargestellt und hiebeıi Rechnung gestellt. 


Das elastische Gesamtpotential in einem Trägerelement der Länge „eins“ beträgt somit 
a 


Ir 


(= Die Bedingung „A = Min“, deren analytischer Ausdruck 


0° + 0° 


1 0a / 
Y 


lautet, legt dann unmittelbar für ein gewähltes “ die zugeordnete achsiale Trägerkrümmung 


fest. Da wir für die einzelnen Werte = auch die Größe des im Gleichgewichtszustande 


vorhandenen Biegemoments M = Erö? anzugeben vermögen, ist das Wertepaar 
a 
und x» für jedes berechenbar und es kann die Funktion 
M 

M| | 
0 dargestellt werden (Abb. 3). Die Parameter 

8 
a sind unterhalb der Abszissenachse aufgetragen 
und legen mit Hilfe der Gl. (I) die Querschnitts- 
07 > verformung fest, die im untersuchten Gleich- 
06 > _ max gewichtszustand eintritt; für unbeschränkt an- 
- 4 .. a 
“7% 4 wachsende Abszissenwerte nähert sich — un- 
04 r 
03 4 | beschränkt dem Werte „, somit — der Null. 
” | Würde auf die Verformung der Querschnitte 
keine Rücksicht genommen werden, dann 
wäre unv eränderlich J=J,=ar’ö und daher 
— diese lineare, der „technischen 


re Biegungslehre“ zugehörige Beziehung wird in 


Abb. 3 dureh die Kurventangente im Koordinatenursprung dargestellt. Die Lösungskurve nach 
Gl. (VI) weicht schon bei kleinen Krümmungen merklich von dieser Tangente ab und erreicht an 
1 x N max .M 
der Stelle = 0,506 ein ausgeprägtes Maximum von der Größe z Erg 0305; bei weiter 
anwachsender Krümmung sinkt das Gleichgewichtsmoment stark herunter, die Kurve nähert sich 
asymptotisch der Abszissenachse. Es existiert demnach ein Größtwert für das aufgenommene 
Biegemoment, ein Größtwert des „Tragvermögens*, der als „kritisches Moment“ 


was; 
4 1 
| 
\ 
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\\es Falles reiner Biegung und freier Endquerschnitte bezeichnet wird. Der Parameterwert beträgt 


m kritischen Zustand — = 1,307 und hierzu gehört nach Abb. 2 ein 0,635, so daß die 


)uerschnittsform nach unseren Voraussetzungen durch eine Ellipse mit den Halbachsen 
1307 r, b=0,635 r, d. i. von der in Abb. lc gezeichneten Form gebildet wird. Wird 
ler kritische Zustand überschritten, dann wächst die Krümmung unbeschränkt an und das 
kohr bricht zusammen. Bei Trägern mit dünnwandigen Hohlquerschnitten von anderer, nicht 
kreiszylindrischer Form ergibt sich gleichfalls ein nicht linearer Verlauf zwischen Biege- 
moment und Achsenkrümmung, da durch die einleitend erwähnte Querpressung auch hier 
oine Q@uersehnittsverformung eintritt; das Maß dieser Verformung kann allerdings u. U. 
derartig gering sein, daß ein ausgeprägter kritischer Zustand nicht ausgebildet wird. 
Auch eine Festhaltung der Endquerschnitte kann bei nicht ausreichend schlanken Rohren die 
(uerschnittsverformung stark behindern und damit von merkbarem Einfluß auf die Ausbildung 
les kritischen Zustandes sein; die Untersuchung darf sich dann nicht mehr auf ein isoliertes 
Trägerelement beschränken, sondern erfordert einen Ansatz für die gesamte Schalenverformung. 
Da als Werkstoff dünnwandiger, gewalzter oder aus Blechen zusammengesetzter Rohre 

vor allem der Stahl in Betracht kommt, der nur innerhalb eines bestimmten Spannungs- 
bereiches das Hookesche Gesetz mit ausreichender Schärfe befriedigt, ist es für praktische 
Anwendungen von Bedeutung, den Verlauf der größten Spannungen im Rohrträger zu kennen. 
Kupfer und Aluminium zeigt bekanntlich keinen ausgeprägten Hook ebereich, so daß für Rohre 
aus diesen Werkstoffen die gefundenen Ergebnisse nur gröbere Näherungslösungen darstellen. 
Die absolut größten achsialen Biegespannungen treten bei elliptischer Querschnittsverformung 
an den Endpunkten der kleinen Halbachse auf und betragen unter den geltenden Voraus- 
M 


setzungen max 0 Nun kennen wir sowohl „M* als auch „J/* und „b* als 
oO ar ” ” 
a 
Funktion der Querschnittsverformung „50 daß wir unmittelbar 
öE M 1b 
r a r 
ansetzen können; jeder Stelle > für die wir „max o* berechnen, ist ein bestimmter Wert 2 
zugeordnet, so daß wir den Verlauf der Funktion 
E 1 
r 


festlegen können (strichlierte Kurve in Abb. 3). Wir sehen, daß die Absolutbeträge der 
größten achsialen Randspannungen mit der Krümmung nicht linear sondern nach einer Kurve 


1 
zunehmen, die an der Stelle — =1,4 „.„ ein Maximum von der Größe max max 0 = 0,578 


erreicht. Die auftretenden achsialen Biegespannungen des Rohrträgers sind somit an eine 

obere Grenze gebunden, die sie auch bei starker Zunahme der Achsenkrümmung nicht über- 

schreiten können. Würde auf die Querschnittsverformung keine Rücksicht genommen werden, 
M Eö 1 | 

die diesen linearen Zusammenhang darstellende 


Gerade bildet wieder die Kurventangente im Koordinatenursprung (Abb. 3). 


Dem gefundenen Verlauf der größten Randspannung entnehmen wir, daß an der kritischen 


Stelle — (0,806 die größte Randspannung max o = 0,51: beträgt; liegt diese Spannung 


dann wäre max0o= 


unterhalb der Proportionalitätsgrenze „op“ des gegebenen Materials, dann wird der kritische 
Zustand noch innerhalb der Gültigkeitsgrenzen des vorausgesetzten Hookeschen Gesetzes 
erreicht. Der Anwendungsbereich der Formel VII für das kritische Moment ist somit bei 
beschränkt Hookeschen Materialien durch die Beziehung 
Ö < Op 
r 051: E 
'estgelegt; hiebei wurde auf die Biegespannungen senkrecht zur Trägerachse keine Rück- 
sicht genommen, also näherungsweise mit einem einachsigen Spannungszustand gerechnet. 
'st das Wandstärkenverhältnis größer als der Gl. (IX) entspricht, dann wird noch vor Er- 
'eichen des kritischen Zustandes der Hookebereich in den Randzonen des Trägers verlassen 
ind dadurch auch die Querschnittsverformung beeinflußt. Die Kurve der Gleichgewichts- 
ge 


(IX) 


» 
= 
N 
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momente löst sich in einem solchen Falle an jener Stelle, an der max 0 = 6p besteht, von der 
Kurve Abb. 3 ab und verläuft unterhalb dieser, so daß auch der kritische Zustand früher 
erreicht wird. 

Die in Abb. 3 niedergelegte Lösung weicht wesentlich von den gewohnten elastostatischen 
L,ösungsformen ab und besitzt ein weitreichendes Analogon in der Lösung für einen exzentrisch 
zerlrückten Vollstab aus einem beschränkt Hookeschen Material mit ausgeprägter Plastizitäts- 
erenze (z.B. Baustahl?), da sich in diesem Falle die Eigenart der Belastung und des Form- 
änderungsgesetzes ähnlich wie die Quersehnittsabplattung des Rohres auswirkt. Zur anschaulichen 
Beleuchtung der kennzeiechnenden Eigenschaften der gefundenen Lösung sei ein (theoretisch 
zwar mangelhaftes, jedoch recht übersichtliches) Gleiechnis aus der Mechanik starrer Körper 


vorgeführt. Übernehmen wir aus Abb. 3 die Lösungskurve M v( ), deren Ordinaten den 


Biegewiderstand des elastischen Rohrträgers festlegen, und denken wir uns an den beiden 

kohrenden die Angriffsmomente M, MM 7, unmittelbar in voller Größe wirksam, dann gibt der 

Ordinatenuntersehied (M — M,„) im Diagramm Abb. ta die bei den verschiedenen Werten der 

Achsenkrümmung auftretenden positiven oder negativen Beträge des nieht kompensierten 

Spannungsmoments an: zeichnen wir nun zum Verlauf der „(M — M,)* die Integralkurve, so 


2 
stellen deren Ordinaten — \(M M,): al jene Arbeitsbeträge vor, die dem Rohr pro 


Längeneinheit zugeführt werden müssen, um die Krümmung -—— auf dem Wege über die Schar 


(der Gleichgewichtstiguren zu erzielen. Lassen wir nun eine Kugel vom Gewicht „eins“ auf 


M 


an 


Abb. 4. 


einer Bahn derartig rollen, daß der Kugelschwerpunkt die erhaltene Integralkurve beschreibt, 
dann ist die zur Erzielung einer seitlichen Verschiebung R erforderliche Arbeit 1. A’ ebenso 


oroß wie die dem Rohr pro Längeneinheit zuzuführende Energie, sofern sich die Unter- 
suchung einzig auf die Schar der Gleiehgewichtstiguren beschränkt. In diesem Sinne gleicht 


1 
das Verhalten der Kugel nach einer seitlichen Verschiebung = dem Verhalten des belasteten 


Rohrträgers nach Erzwingung einer ebenso großen Achsenkrümmung. In Abb. 4 a,b, e ist 
der unmittelbar skizzierbare Verlauf der Bahnkurven für die drei Fälle M„ = M,,, dargestellt. 
Im Falle 7, M,, rollt die Kugel in die Mulde und gelangt schließlich an der Stelle = 
zur Ruhe. Erstreeken wir die Prüfung dieser Gleichgewichtslage auf beliebig große störende 
Verschiebungen, dann finden wir, daß die Kugel nur dann zurückrollt, wenn bei der Störung 
nieht die Stelle erreicht oder überschritten wird; denn an dieser Stelle findet die Kugel 


eine zweite mögliche Ruhelage, die sich als labil erweist, da hier d’A <_0 ist und die Kugel 


?, Verfasser hat das Problem des exzentrisch gedrückten Baustahl-Stabes behandelt und einen Teil der Er- 
ebnisse in den Wiener Berichten 1028, ]la, p. #659, im Ber. d. IH. Int. Tagung für Brückenbau u. Hochbau Wien 1928 
nd im Ber. d. I. Int. Koner. f. Brückenbau u. Hochbau, Paris 1932 veröffentlicht: vgl. auch diese Zeitschr., 1031, S. 394. 
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nach jeder Störung Entfernungen und Geschwindigkeiten annimmt, die mit der Kleinheit 


der Störung nieht gegen Null konvergieren. Die Ruhelage ist somit nur als „beschränkt 


ci 
stabil“ zu bezeichnen und die Schranken dieser Stabilität sind durch die Größe R der ge- 

fährliehen Verschiebung oder durch die Größe A, der hierzu erforderlichen Störungsarbeit be- 
stimmt („Stabilitätsmaße*) ; je größer das vorhandene Stabilitätsmaß des belasteten Rohrtägers 
ist, um so größer dürfen die dureh störende äußere Einwirkungen statischer oder dynamischer 
Natur bewirkten Vermehrungen der Achsenkrümmung sein, ohne daß ein Zusammenbruch 
zu befürchten ist. 

Wählen wir M, etwas größer, dann entnehmen wir aus dem Gleichnis, daß nunmehr 
die Orte der beiden möglichen Ruhelagen einander nähergerückt sind und daß das sie 


trennende Stabilitätsmaß > bzw. A, kleiner geworden ist. Erreicht M, den Wert des kritischen 
0 

Biegemomentes M,, (Abb. 4b), dann liegen beide Gleichgewichtslagen an einer Stelle 

unmittelbar benachbart und das Stabilitätsinaß ist Null. Aus demselben Grund, aus dem die 


abrollende Kugel die Stelle „_ passieren würde (das gleiche gilt auch für die Stelle hei 


zu geringerem Stabilitätsmaß, also in der Nähe des kritischen Zustandes), kann auch das Rohr das 
unmittelbar in voller Größe einwirkende kritische Moment nicht tragen; eine Realisierung des 
kritischen Zustandes wäre nur bei langsam ansteigender Belastung möglich, die sieh der Schar 
aufeinanderfolgender Gleichgewiehtslagen anpaßt. Besteht schließlich M, M,,, dann erhält 
man eine Kugelbahn nach Abb. te; es existiert keine Gleichgewichtsmöglichkeit, die Kugel 


| 
rollt vorerst mit abnehmender und dann, nach Passieren der Stelle — , mit zunehmender 


„03 


Beschleunigeune abwärts und in analozer Weise vollzieht sieh der Zusammenbruch des über- 


lasteten Rohres. 


KLEINE MITTEILUNGEN 


aus dem Institut für angewandte Mathematik der Universität Berlin 


Zur mechanischen Quadratur. 1)as 
eirentliche Problem der sog. mechanischen Quadratur 
kann man dahin aussprechen: Von einer Funktion 
/(r) sind bekannt «a) ihre Werte an einzelnen 
Stellen 


f(r,) — 2, . . . . (1) 


und der Höchstbetrag ihrer m-ten Ableitung 


(efragt ist, in welchen Grenzen der Wert von 


h 


a 


iiegt, wobei das Intervall a, 5 die Punkte r,. 
PRGERERE r, einschließen mag. Diese Frage ist bis- 
vsenaubeantwortet. Man kennt wohl „Fehler- 
vrenzen“, d. h. Formeln, die den Wert von J 
zwischen zwei Schranken einschließen, aber die 
(‚renzen sind zu weit, d. h. sie können von Funk- 
tionen, die (1) und (2) erfüllen. nicht erreicht 
werden. Außerdem haben die üblichen Fehler- 
formeln meist den Nachteil. daß sie nur je- 
weils für eine bestimmte Ordnung m gelten, 
die mit » wächst (gewöhnlich m = n oder=n-+1 
oder 2»). Was soll man aber mit einem Ausdruck 
berinnen, der z. B. die zehnte Ableitung von f(r) 
enthält? Ist /(r) analytisch definiert. so ist in 
der Regel die Berechnung von f‘“'” viel zu müh- 


*), Vgl. Nr. 1 bis 3 in Bd. 2 (1922) S. 306 bis 317 
und Nr. 4 bis 6 in Bd. 6 (1926) S. 70 bis 79. 


sam, und wenn /(r) eine physikalische Abhängig- 
keit zum Ausdruck bringt, hat f"'" kaum einen 
vernünftigen Sinn. Ist aber /(r) nur zraphisch 
oder sonstwie empirisch gegeben, so läßt sieh von 
einer höheren als der zweiten Ableitung überhaupt 
nieht sprechen. 

Herr G. Kowalewski hat in seinem kürzlieh 
erschienenen hübschen Buche ') eine Formel mitge- 
teilt. mit deren Hilfe man den letztzenannten Übel- 
stand beseitiren. also bei beliebiger Punktzahl n 
(‚renzen für J angeben kann. die nur von einer be- 
liebie niederen Abteilung abhängen. will im 
folzenden eine sehr einfache. direkte Herleitung 
der Fehlerformel für m == 2 geben und dann zeigen. 
wie man sie erundsätzlich auch zur vollständigen 
Lösung des eingangs formulierten Problems be 
nutzen kann, Die Durchführung der Rechnung ist 
mir allerdines nur für den Fall n = 3 gelungen. 


1. Aufsuchunze einer nur von f” ab- 
häneiren Abschätzung für J. 

Wir setzen der Einfachheit halber in 
h 1, nehmen also an, daß die r,. fa....7, dem 
Intervall 0,1 angehören. Die Differenz zwischen J 
und einem mit zeeieneten Koeffizienten .I, ze 
bildeten linearen Ausdruck in den /,„ bezeichnen 
wir mit 4: 


1),G. Kowalewski: Interpolation und genäherte Qua 
dratur. Leipzig u. Berlin 1932. 8,78. Herr G. Poölsa, 
Zürich, hat mich auf diese Stelle freundlicherweise auf 
merksam gemacht. 
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Dabei sollen die A,. wie viele ihrer auch sind, nur 
den zwei Bedingungen unterworfen sein: 
A,+ As Au: 1 


+ A223 +... Ann = 


die darauf hinauslaufen, daß für eine lineare 
Funktion f(r)=a-+dr die Differenz (4) ver- 
schwindet. 

Nun führen wir eine Funktion M (r) ein, die eine 
dem Mechaniker geläufige Bedeutung hat: Sie soll 
das Bierungzrsmoment einer über der Strecke 
0,1 liegenden Belastung sein, bestehend aus der 
eleichförmig verteilten Last 1 nach abwärts und 
den in #, fa....7, aufwärts wirkenden Kräften 
Ay, As... A,. Die Bedingungen (5) besagen, daß 
dies ein Gleiehrewichtssystem ist. Analytisch de- 
finiert wird M (r) durch die Gleichungen 


M'(z,+) —M’ (1, le). 
Die letzte Gleichung besagt, daß die Tangenten- 
richtung von M (.r) an den Stellen 7,, um 

— Ar, ...— springt. Aus (5) folgert 
man dann leicht 


was nach der mechanischen Bedeutung selbstver- 
ständlieh ist. Das graphische Bild von M (.r) er- 
hält man am besten als die ÖOrdinatendifferenz 


„wischen der Parabel „.r — Momenten- 
linie der gleichförmigen Belastung — und einem 


Polvzon, das man in bekannter Weise als Seil- 
polyzon zu den Kräften 4, konstruiert. 


Durch Produktintegration findet man mit Rück- 
sicht auf M(0) = 


(dr ....M. 
0 


Das Integral rechts zerleren wir in (n +1) Teil- 
interrale von O bis .rı. von rı bis rs» usw, und er- 
halten wieder durch Produktintegration 


x, 
\M (a) (ir) dr=M —)1(r,) 


N 
— dx 
—1 


Addiert man alle diese Ausdrücke für =]. 2 
usw. so geht das letzte Integral weren M”=1 in 
unser J über. In den anderen Gliedern tritt jedes 
/(r,) zweimal auf, einmal mit dem Faktor M’ (r, 
und einmal mit dem Faktor — M’(r„+). Dieser 
Teil gibt also nach (6e) gerade Aıfı + Asfa 
+... Also ist 

1 1 
IM Ah Aufn 
0 


und mit Rücksicht auf (7) erhalten wir das Re- 
sultat 


1 


9). 
1 


M(r)/"()dr 


Da M(z) nur von der Wahl der A, und z,, nicht 
aber von f(r) abhängt, ist damit die gesuchte 
Formel gefunden. Hat man ein für allemal für eine 
bestimmte Wahl der z, und A, den Größtwert 
M nax berechnet, so liefert (9), wenn mit x der 
verebene Größtwert von f” bezeichnet wird, 


Oder man berechnet das Integral des absoluten 
Betrages von M und erhält 


Die Gl. (9) ist noch vielfältiger Anwendung 


fähig. Man kann aus ihr — indem man die A, 
zusätzlichen Bedingungen unterwirft — durch 


weitere Produktintegration alle bekannten Fehler- 
formeln, einschließlich der für die Gauß’sche Qua- 
dratur gewinnen. Wir gehen hier darauf nicht ein 
und erwähnen nur die folgende wichtige Frage: 
Wie muß man bei gegebenen Teilungspunkten r, 
die A, wählen, damit A möglichst klein ausfällt? 
Antwort: Man muß die „Kräfte“ A, so bemessen, 
daß ihr Seilpolvgon möglichst genau mit der Para- 
bel der gleichförmizen Belastung zusammenfällt. 
Pei eleichmäßizer Verteilunze der über die 
Strecke 0.1 kommt man so zu dem Schluß. daß 
auchdie A„untereinanderwesentlich 
eleich sein sollen (Trapezformel, — 
während die bekannte Cotessche Formel bei cröße- 
rem n etwas zanz anderes vorschreibt. Der Wider- 
spruch rührt daher, daß dort der Höchstbetrag der 
(n + 1)-ten Ableitunz von f, bei uns nur der der 
weiten als wzereben anzesehen wird. Man er- 
kennt. daß etwa bei einem graphisch zerebenen 
f(r) die Anwendung der Cotesschen Formel (oder 
ähnlicher) gar keinen Sinn hat. 


2. AllgemeinerAnsatzzurlLösungdes 
vollständigen Problems. 


Das eingangs gestellte Problem, die genauen 
Schranken für J bei zezebenen f, und zezebenem 
x zu finden, hat an sich mit der hier abeeleiteten 
Formel (9), die den Unterschied zwischen J und 
einem Näherungeswert der Gestalt Aıfı + As fe 
+,...A,f,„ angibt, nichts zu tun. Aber man kann 
diese Formel. wie wir gleich sehen werden, zu einer 
Lösung des Problems verwenden. 

Wir denken uns ein System von Zahlen Aı, As, 
....4,, das den Bedingungen (5) genügt, irgend- 
wie gewählt. Dann ist die Aufgabe, das zrößt- 
mörliche J zu finden (und die Funktion f, die 
dieses J liefert). gleichbedeutend damit. den Größt- 
wert von A aufzusuchen. Die Funktion M ist 
bekannt. da sie nur durch die A, und die gerebe- 
nen 7, bestimmt wird, und sie wird in ihrem Ver- 
lauf eine Reihe von Zeichenwechseln aufweisen. 
Nehmen wir an. f(r) wäre nur der Bedineune 
unterworfen, daß !f” |=<x, so wäre es leicht. 
das f(x) anzugeben. das zu einem 
Maximum macht: Man müßte die aus Parabel- 
stücken zusammengefüsrte Kurve nehmen, für die 
f’=x wird dort. wo M positiv, und x 
dort. wo M negativ ist. Für dieses /(r) wird die 
in (10) anzerebene Grenze wirklich erreicht. Nun 
wird im allzemeinen der so aus Parabelbören ent- 
Krümmung aneinandergefüzte TLi- 
nienzug& nicht durch die vorzeschriebenen Punkte 
f»f(r,) h’indurcehzehen. Das aber können wir 
versuchen durch eine passende Wahl der 4A, zu 
erzwingen. So ergibt sich also folgendes Ver- 
fahren: 


Man bestimme die n Zahlen A, und 2 weitere 
Integrationskonstanten, indem man zu den Gl, (5) 
die n Bedingungen hinzunimmt, daß die stetig und 
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mit stetiger Tangente aneinanderschließenden 
l,ösungen von 
für M (r) >0 
"’(d)=—xfür M(r)<VO 


(11) 


an den Stellen 73, . . . die Werte 
/, annehmen. Für diese Wahl stelltz\ Mir) dr 
die genaue obere Schranke für J und 


A,ıfı + +... Ay Int M (.r) (12) 
0 


die genaue obere Schranke für J dar. Analog ver- 
fährt man, wenn man die untere Schranke sucht. 
indem man in (11) die Zeichen umkehrt. — Das 
Problem ist auf diese Weise jedenfalls auf eine 
reinalgebraischeAufgabe zurückgeführt. 


Abb; 1. 


Man kann dies auch als eine statische Fraxe- 
stellung formulieren. Zu gegebenen Angriffs- 
punkten 7, sind Lasten A, zu finden, die der Be- 
dingung genügen: Wenn man das aus den — I, 
und der gleichförmig verteilten Last 1 resultie- 
rende Moment M berechnet und dann den Balken 
überall dort, wo M positiv ist, gleichförmig mit x. 
dort wo M negativ ist. ebenso mit — # belastet, so 
soll das dieser neuen Belastung entsprechende 
Moment an den Stellen .r,„ vorgeschriebene Werte 
/, besitzen. 


3. Lösung für 

In dem einfachsten Fall, in dem nur drei Funk- 
tionswerte vorgegeben sind. lassen die Gl, (5) von 
den drei A, nur eines unbestimmt. Nehmen wir 
an, es seien die fi. fa. fs für die Stellen r = 0, 

1 


7°= ,,2=1] vorgeschrieben. Man hat dann das 


Bild, das Abb. 2 zeigt: die Ordinate des Momenten- 
polygones in der Mitte ist 4 4,. Zur Bestimmung 


des ersten Zeichenwechsels von M an der Stelle 
7 a hat man die Gleichungen 


Die Grenzkurve, die den Größtwert von J liefert, 
st von £=0 bis ra abwärts gekrümmt mit 


/ = dann gilt (der Symmetrie werzen) von 
"= abis r=1-—a die Beziehung f” = x, schließ- 


ich von e=1-—a bis 2=1 wieder "= 


Die Gleichungen der drei Parabeln, die bzw. dureh 


die Punkte 0.fı: fs; 1.f, gehen, lauten 


Y 2? + 


Die Bedingung dafür, daß die beiden ersten Pa- 
rabeln in a, die beiden letzten in r=1-—a 
eine Berührung haben, liefert die 4 Gleichungen 


Subtrahiert man von der ersten dieser Gleichungen 
die zweite und die mit « multiplizierte dritte und 
vierte, so erhält man ’ 


A, Az 
x=0 


Ahb. 


Damit ist @« und nach (13) As durch Fi. fa. fs aus- 
| 
redrückt, Gl. (5) ergibt A, 4A; z As, 


Die Momentenfunktion M ist gezeben durch 


) 
üirdsS cr: 
tür 


Damit sind alle Teile von (12) durch @ ausgedrückt 
und man erhält hierfür nach einfacher Reehnung 


Setzt man hier den Wert für « aus (16) ein, benutzt 
die Abkürzung fl für den zweiten Differenzenquo- 
tienten 


so geht (17) über in 


/ 1 
1— 


Durch Vertauschung von x mit — x erhält man 
ebenso die untere Schranke und damit das Re- 
sultat: 


NimmtdieFunktionf(r) andenStel- 


len®, 1die Werte an undist 


eh. : 
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überall /’’"<z.so eilt mit der Abkür- 
(18) 
1 
[141 
(19), 
| 1 u 3 


wobei die (Grenzen wirklich erreicht 
werden können. 


Abb. 3. 


Das Ergebnis ist in Abb. 3 in folgender Weise 
darzestellt. Als Abszisse ist der Wert von fll:x. 
als Ordinate der Wert von |(fdr—f|:x auf- 
retraren. Die beiden Kurven, die sich in dem 
Punkt mit der Abszisse 1 treffen, sind die (19) ent- 
spreehenden Grenzkurven, in den sehraffierten Be- 
reich fällt der gesuchte Integralwert. Zum Ver- 
vleieh heranzezoren sind noch die aus dem all- 
vemeinen Ansatz (9) foleenden Grenzen. wenn man 


1 
einerseits nach der Trapezregel 4, 4; 4’ 
| 
A, ,. andrerseits nach der Simpsonschen Regel 
2 | 
4 As „ setzt. Die Gl. (9) bzw. 
(16) erwibt im ersten Fall 
% % 1 
um im zweiten Fall 


Diesen Gleichungen entsprechen die beiden Paare 
paralleler Geraden in Abb. >. Mises. 319 


8. Bemerkungen zur Fehlerabschätzung 
für das Differenzenverfahren bei par- 
tiellen Differentialgleichungen. \or einiger 
Zeit hat Hr. Ss. Gerschgzorin in dieser Zeit- 
sehrift '!) den Fehler abzeschätzt. der bei Behand- 
lung partieller elliptischer Differentialgleichungen 
mit dem Differenzenverfahren entsteht. Legt man 
ein quadratisches Gitter mit genügend kleiner 


Zeitschrift fir angewandte Mathematik und Mechanik, 
10, 1930, 8. 373 bis 382. An diesen Aufsatz lehnen sich die 
foleenden gewählten Bezeichnungen an. 


Maschenweite A zugrunde, ist /;, der Wert der 
exakten Lösung des Randwertproblemes im 
Punkte 

zu 
und ist F;, der nach dem Differenzenverfahren für 
denselben Punkt berechnete Näherungswert, so gilt 
nach Gerschgorin: 


Fir — 


wobei C, eine nur von der Natur des Problems 
(Koeftizienten der Differentialzleichung, Maximal- 
beträge der partiellen Ableitungen der Funktion 
/ir,y) bis zur vierten Ordnung usw.) abhängenidle 
Konstante und €, bis auf einen konstanten Faktor 
der Maximalbetrag der ersten partiellen Ab- 
leitungen von f(r.y) auf der Randkurve S8ı ist. 
Durch folgende Abänderung des Verfahrens für 
die Randkurve S, und den von Gerschgorin ein- 
reführten Gitterand S kann man auch den Rand- 
fehler AC, auf «lie Größenordnung A? herab- 
drücken, so daß er bei Maschenverfeinerung 
ebenso stark zeren Null rückt wie der Fehleranteil 

I. Um dies zu erreichen, bestimme man zu jedem 
auf S und innerhalb des von S, umschlossenen 
(rebietes gelegenen Gitterpunkt erstens einen 
auf S, und auf einer Gittermaschenseite zeelerenen 
Punkt B, der von 4 einen Abstand $<h hat 
(einen solehen zibt es stets, da sonst 4 nicht ein 
auf S gelegener Gitterrandpunkt wäre). und zwei- 
tens (den in Verlängerung von BA über A hin- 
aus nächstgelegenen Gitterpunkt C. Wir setzen 
nun voraus. daß die Maschenweite Ah bereits so 
klein gewählt ist, daß der Punkt C ein innerer 
Punkt und nicht ein Punkt des Gitterrandes S 
ist, was bei stückweise zlatter Randkurve S, 
anzeenommen werden darf. 


| Q 


Abb. 


Wir legen nun «die Näherungsfunktion F in 
allen Gitterpunkten innerhalb von S, und in allen 
Punkten vom Typus B dureh folgende Gleichungen 
fest: 


= imInnern vonS . . 
F(B)—=}(B) f(B) . „ 


F(C) + h- F(B) 


F(A)= th 
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Die Gleiehung (1) ist von Gerschgorin über- 
nommen. Überstreichen in (1”) bedeutet die auf 
vorgezebenen Randwerte von f(r. y). Gl. (1) 
besagt, daß die Werte von F in den Punkten 
B, A, C, graphisch dargestellt, auf einer Geraden 
liegen. Wir haben so die Punkte vom Typus B 
als Randpunkte neu in die Reehnung eingeführt 
und die von Gersehgorin eingeführten Randpunkte 
auf S zu inneren Punkten gemacht. Da der neue 
Rand den Fehler Null hat, wird der Fehler in 
homogen vom zweiten Grade Aus den auf- 
restellten Gleichungen, deren Anzahl genau 
reich der der unbekannten F-Werte ist, kann 
man F in allen Gitterpunkten bequem dureh Ite- 
ration eindeutiz berechnen. Der Beweis hierfür 
verläuft genau wie bei Gerschgorin. 


Eine Fehlerabschätzung ergibt sich durch An- 
wendung des Taylorschen Satzes. Liegen z. B. 
die Punkte B, A, C auf einer zur r-Achse 
parallelen Geraden, so ist 


KO=HB+,, -9 +55 
027 (B) 
3). 
B und B sind eeeienete Zwischenstellen. 

Aus (2) folgt: 

o/(B) Ö Ö ö(h-H8) (DB) 
dr 2 dr: 

In (3) eingesetzt ergibt sich: 
829° /(B) 


2 


Aus (1”) und (1””) folgt: 
F(4) 
Subtraktion ergibt: 


F(C)— f(C)] 


Ö 


0? Ö? 8? /(B) 
2 


Wegen ö<h erhält man: 
+5 (4). 


wo M, der maximale absolute Betrag der zweiten 
partiellen Ableitungen von fir. y) in z- umd %- 
kiehtunge ist. Gerschgorin bewies: 


wo die maximale Größe des Fehlers | F,,- Fir 


auf S bedeutet. Daher folgt aus (4): 


oder 
u<h?(C,—+3 M,) auf (5), 


F;k Iik <h?’(2C,+3%M,) 


ll. Man kann, wenn die Lösungsfunktion 
fir, 9) wieder auf dem Rande stetige partielle 
zweite Ableitungen nach .r und y hat, auch außer- 
halb von 8, gelegene Gitterpunkte in die Rech- 
nung einbeziehen. wodurch man häufig wesent- 
lieh günstigere Ergebnisse erhält. Gerschgorin 
ließ zwar auch schon auf S Gitterpunkte außer- 
halb S, zu, aber nur einzelne herausspringende 
Keken, die auf die Reehnunz keinen Einfluß aus- 
üben. 

Setzt man unter Benutzung der Bezeichnungen 
der Abbildung 


h F(B’) ö’ 


F(A h f(B’) 
0) bleibt für alle 2 al \ > ‚bie 
D « ( 2 VO h Au ( 


Fehlerabschätzung mit demselben M, erhalten. 
,othar GCollatz. 250 


9. Iterative Berechnung der reziproken 
Matrix. Vie Auflösung eines Systems von A 
linearen Gleichungen 


k 
..:W, 


dessen Determinante wir als von Null verschieden 
voraussetzen. kann als durchzeführt anzesehen 
werden, wenn die zur Matrix == ta, reziproke 
Matrix bestimmt worden ist. Kenn- 
zeichnen wir nämlich die Lösung (r,, #2... 77) 
und die rechte Seite ba, . .„, des Systems 
durch die „Vektoren“ x bzw. b. dann läßt sich 
(1l. (1) in der Form 


und die Lösung in der Form 


schreiben. 
3eji der Bestimmung der Lösung x des Systems 
(2) für eine zerebene rechte Seite b wird man im 
allzeemeinen den Weg über die Berechnung von 
nieht gehen. Denn da die Bestimmung von NR 
äquivalent ist der Auflösung von Ak Gleiehungs- 
systemen mit derselben Matrix MA und den rechten 
Seiten 


ix = (0,0,...,1), 


hätte man A? statt k# Größen zu bestimmen, also 
eine k-fache Rechenarbeit zu leisten. In zwei 
Fällen ist es indes mindestens ebenso günstig, zu- 
erst die reziproke Matrix zu berechnen, wenn näm- 
lieh Lösungen eines Gleichungssystems für ver- 
schiedene rechte Seiten b bei zleiehbleibender 
Matrix >U zu bestimmen sind, oder wenn die Ma- 
trix und ihre Reziproke schon durch Angabe von 
nur A Zahlen eindentiz bestimmt ist, wie es z. B. 
bei den zyklischen Matrizen vom Typus 


A, a, 
Ar -ı % di 2... 


N 
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oder den schiefzykliscehen vom Typus 


Ay... Ak-ı 

f Ad, dl, 

dk -ı A, . dk-3 


der Fall ist’). 

Bei der praktisch-numerischen Behandlung line- 
arer Gleichunzen erweisen sich, sobald die Anzahl 
der Unbekannten 4 übersteigt, die Iterationsver- 
fahren a!s besonders wertvoll, die, ausgehend von 
einer Näherungslösung x‘®, schrittweise verbes- 
serte Lösungen x’. ... berechnen. die 
zegen die Lösung x des Gleichungssvstems kon- 
vergieren ?). Nach dem Gesagten sind die in 
der angeführten Arbeit behandelten Verfahren 
auch zur Bestimmung der reziproken Matrix 
zu verwenden. Im folgenden wird ein neues 
Iterationsverfahren angegeben, das, ausgehend von 
einer Näherung R'P,.schrittweise eine Folge von 
Matrizen R°,...,R”,.. . liefert, die im 
Fall der Konvergenz zezen die zur zerebenen Ma- 
trix MU reziproke Matrix NR konvergiert. 

Die Rechenvorschrift zur Gewinnung von R"+! 
aus RA” lautet: man berechne der Reihe nach D”. 
und aus 


Hierbei ist die A-reihire Einheitsmatrix. Die 
Rechenarbeit bei jedem Schritt besteht also im 
wesentlichen aus zwei Multiplikationen zweier Ma- 
trizen und läßt sich bequem mit der Rechen- 
maschine durchführen. 

Schon hier kann man sehen: Konvergiert 
die Folge der R#’” gegen eine Grenz- 
matrix &® mit nicht verschwinden- 
derDeterminante,dann ist diese die 
zu WA reziproke Matrix. Zum Beweise 
eliminieren wir aus den Gl. (4). (5), (6) die Ma- 


trizen und wir erhalten dann 
(m. 


Kxistiert eine Grenzmatrix ©. dann muß diese 
nach Gl. (7) der Gleichung 


venügen, woraus nach Multiplikation mit®& ! die 
Behauptung unmittelbar folgt. 


Die Möglichkeit einer sehr schnellen Konvergenz 
des geschilderten Verfahrens ergzibt sich aus fol- 
renden Überlerunren. Wir führen noch den bei 
Verwendung der »-ten Näherunz begangenen 
„Fehler“ 3°” ein durch 


Ziehen wir von der Identität 

. . (10 
die Gl, (7) ab, dann folgt mit Gl. (9) 


I), Derartige Matrizen treten auch in den Anwendungen 
auf: man vel. u.a. W. Kaufmann, diese Ztschr. Bd.1, 
1921, 8.345 bis 364, und Harry Schmidt: Tber zyklische 
Determinanten und Gleiechungssysteme nebst Anwendungs- 
beispielen aus der Theorie der symmetrischen Raumfach- 
werke, Habil.-Schrift, Leipzig 19.®%. 

?), Vgl. hierzu R. v. Mises und H. Pollaecezek-Gei- 
ringzer: Praktische Verfahren der Gleiechungsanflösung, 
diese Ztsehr., Bd. 9, 1920, S. 58 bis 77, 152 bis 164. 


oder nach nochmaliger Berücksichtigung von 
Gl. (9) und Multiplikation mit A 


W—0,1,2,..). (12) 


Diese Rekursionsformel für den Fehler zeigt, daß 
das Verfahren außerordentlich schnell konvergieren 
kann; es liegt daran, daß im Ausdruck für 3” +V 
die Matrix 3'” zweimal als Faktor auftritt. 3” 
enthält aber, wenn das Verfahren genügend weit 
vorgeschritten ist, nur sehr kleine Zahlen als Ele- 
mente. Drücken wir mittels Gl. (12) 3°” durch 
3" aus, so folgt 


Um zu einer notwendigen und hinreichenden 
Konvergenzbedinzung zu gelangen, berücksichtigen 
wir, daß eine Folze von Matrizen dann und nur 
dann zegen die Nullmatrix konvergiert, wenn alle 
ihre charakteristischen Zahlen ?) gegen Null kon- 
vereieren und daß die Matrix M” die n-ten Po- 
tenzen der charakteristischen Zahlen der Matrix M 
zu charakteristischen Zahlen hat. Setzen wir nun 
voraus, daß alle charakteristischen Zahlen x der 
Matrix A 3° dem absoluten Betrag nach kleiner 
als 1 sind. so folet aus den eben genannten Hilfs- 
sätzen, daß für» die charakteristischen Zah- 
len von A 2°” xeeen Null, U 3°” selbst und wegen 
des auch 3°”  zeren die Nullmatrix und 
damit RN” vegen R konvergiert. Schreiben wir 
die Gleiehung 


nach Berücksiehtizunge von Gl. (9) und Einführung 
von 1—z=x' in der Form 


det ... (15), 


dann folgt. daß die z’ die charakteristischen Zahlen 
von U sind und die Bedineung |7,!<1 jetzt 
1— z,''<1 lautet. Die notwendige und 
hinreichende Bedingeung, daß die 
nach Gl. () bereehnete Folge der 
veeen die reziproke Matrix 
konvereiert. ist die, daß alle cha- 
rakteristischen Zahlen von in 
der komplexen Zahlenebene im In- 
nern des um den Punkt +1 mit dem 
Radius 1 beschriebenen Kreise ]lie- 

Die Nachprüfung dieser Bedingung macht im 
allgemeinen noch mehr Mühe, als die Berechnung 
der reziproken Matrix. (Bei zyklischen Matrizen 
ist sie indes nicht schwer zu prüfen.) Es sollen 
daher noch zwei hinreichende Bedingungen für 
die Konvergenz zereben werden, die leicht nach- 
zuprüfen sind. Wir benutzen den Hilfssatz: Sind Mi 
und Ms obere Schranken für die Absolutbeträge 
aller Elemente der %-reihigen Matrizen M, bzw. 
Mo. dann ist AMı Ms eine entsprechende obere 
Schranke für PBezeichnen wir die obere 
Sehranke für die Absolutbeträge aller Elemente 
von RW mit M, dann ist 
nach Gl. (13) 


1 


v 


3) „Charakteristische Zahlen‘ einer Matrix M heißen 
die Wurzeln # der Gleiehung k-ten Grades 


det (MT &) —() 
„Eigenwerte‘“ die Wurzeln der Gleichung 


det (E 


4 
A: 
| 
] 
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| 
} 
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eine entsprechende obere Schranke für AZ”. 
Ist < 1. dann konvereiert diese Schranke für 
zeren Null, 3” und wegen det 0 
auch 3° gehen gegen die Nullmatrix. Die Be- 
dingung 


istalsohinreichend für Konvergenz; 
sie fordert, daß die Ausgangsnäherung genügend 


ut sein muß. Eine weiterehinreichende 
sedingung dafür, daß die Folge 


reeen die Nullmatrix konvergiert, das Iterations- 
verfahren also konvergent ist, ist 


k 


(Vgl. dazu R. v. Mises und H. Pollaczek- 
Geiringer,a.a. 0. S. 67.) 


Von der Sehneiligekeit der Konvergenz, die ja 
in Gl. (13) schon im Exponenten 2” zum Ausdruck 
kommt, kann man sich an einem Beispiel von all- 
zemeiner Bedeutung ein gutes Bill machen. Es 


sel 


008), 


10. Das Entwicklungsverfahren zum Aus- 
gleichen geodätischer Netze nach Boltz 
im Matrizenkalkül. Im folgenden soll über ein 
Verfahren zur Umkehrung eines Systems homoge- 
ner linearer Gleichungen berichtet werden, das bei 
seodätischen Berechnungen entwickelt wurde, 
aber auch in anderen Zweigen der angewandten 
Mathematik mit Nutzen verwendbar sein dürfte. 

In der Geodäsie wird man verschiedentlich vor 
die Aufgabe gestellt, Normalgzleichungssysteme mit 
über 100 Unbekannten aufzulösen. Die Verfahren 
in einem Guß bieten dann technisch große Schwie- 
riekeiten. Nach Vorarbeiten von Gauß und Krüger 
hat nun Boltz (Entwicklungsverfahren zum Aus- 
zleiehen geodätischer Netze nach der Methode der 
kleinsten Quadrate von H. Boltz; Veröffentlichung 
des Preußischen geodätischen Instituts, Neue 
Folge Nr. 90, Berlin 1923) eine Methode ange- 
zeben, nach der man von den n Unbekannten zu- 


+...+4m 


+... 


+ dmtım +1 Ym+ı +... =Wm +1 


+ m+tıYm+ı 


wo 4 ein Parameter ist. Die reziproke Matrix 
kann dann in Form einer nach Potenzen von 4 
fortschreitenden Reihe 


. (19 


(Neumannsche Reihe) geschrieben werden: diese 
konvergiert, falls !A! kleiner ist als der Betrag 
des absolut kleinsten Eizenwertes von Wählen 
wir dann folet aus Gl. (7) 


+48 

— 


Beim n-ten Schritt (Berechnung von R’ aus#” 
wird also mit einem Schlage die Verbesserung 


. 2 2. 


berechnet, was wesentlich günstiger ist, als wenn 
jene 2 Glieder der Neumannschen Reihe glied- 
weise berechnet würden. 
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nächst nur die ersten m mit ihren Koeffizienten 
verwendet und schrittweise neue Unbekannte 
hinzufügt. Dabei läßt man die Absolutglieder der 
Gleichungen unbestimmt, weil sie durch Messungen 
eewonnen werden, während die Koeffizienten der 
Unbekannten aufstellbar sind, ohne Messungser- 
ebn'sse zu benutzen. Man hat so einerseits die 
Möglichkeit, Änderungen dieser zu berücksichtigen, 
ohne die langwierige Auflösunz wiederholen zu 
müssen, andererseits mit der Rechnung vor Ab- 
schluß der Messungen beginnen zu können. 
Sehließlieh braucht man zur Bestimmung des mitt- 
leren Fehlers der Unbekannten die Diazonalglieder 
der reziproken Matrix des Systems. 


Das Entwieklungsverfahren läßt sich im Ma- 
trizenkalkül in durchsichtizer Form beschreiben. 


Vorgelegt sei das folgende System mit von Null 
verschiedener Determinante: 


+... 
+ 


Amıfı +... +dmm+ıYm+ı 


oder in Matrizen: 


wobei also: 


Omn 
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Cm+tım 


| | 
/ 
dm+ın 

D | 
m+i 
Ym+ı 

In 

v=f - |, 
/ 


Nun wird: 
eingesetzt in die zweite Gleichung: 
Er - 
das liefert: 


Daraus erhält man wieder dureh Einsetzen in den 
Ausdruck für x: 


r 
AIB(D—- 


Das sind bereits die Formeln, nach denen zu 
reehnen ist. Man bestimmt W ! nach einem der 
üblichen Verfahren, etwa dem Iterationsverfahren 
(vel. hierzu: R, von Mises und H. Pollaczek-Gei- 
rinzer, Iterationsverfahren: diese Zeitschrift Bd. 9, 
1929, S. 58-77, 152-164), und kann nun beliebig 
viele Unbekannte hinzunehmen, indem man ent- 
sprechend mehr Kolonnen und Zeilen verwendet. 
wobei sieh die hinzukommenden Glieder aus W 
und den neu hinzuzenommenen Koeffizienten in 
der anzerebenen Weise berechnen. So gewinnt 
man die neue Matrix MU '. Nun wird mit dieser 
anzefanzen und der Vorrang beginnt von neuem. 
Dabei hat man den Vorteil, nach jedem Schritt die 
Riehtiekeit der Rechnung vollständig bis zurück 
auf die Auszangsgleichungen prüfen zu können. 


Besonders einfach wird die Rechnung, wenn man 
stets nur eine Unbekannte mehr hinzunimmt: 
ddann ist nämlich 


— 


eine Zahl. 


Ist weiter das ursprüngliche System symme- 
trisch (was bei Normalgzleiehunzen ohne weiteres 
der Fall ist). so lautet die Lösung: 

| AB 
dv vw. 
(D-VPADB) 
(AB) | 1 
(2 ya») 


Für diesen praktisch wichtigsten Fall sei noch ein 
Zahlenbeispiel angefügt: 


+36x, +15 12 — 16 


+ 15 x, +30 x, — 17x,+ 5x, X, =V, 
12 — 17 Xo + 2x 3 X, = 


16x, 5x, 
3% 


29,+20x,— =W, 
2, 


Es werde mit drei Unbekannten begonnen und 
schrittweise die vierte und fünfte hinzugefügt. 
Für die reziproke Matrix der ersten drei erhält 
man: 


401780 0,2016 01986 
02016 -+02791  -+0:2558 


— 01986 "2558 12762 
— ( 34588 41095 39042) 
— — 680799 
D—- 48°0799 
- 
— 008547 — 008120) 
— 02488 -1-0°2956 0:2809 
1.020956 — 03512 — 0,3937 
1.028009 — 03337 013170 


(AB) dind 
D_ Und indem 


Nun bildet man 

man noch die bereits berechneten Zeilen und 

Kolonnen sowie SWR anfügt. erhält man: 
— 0°0940 0,0823 — 00719 
0,0940 00721 00779 —+- 00855 
+ 00823 00779 — —+- 00812 
— 0719 00855-400812 00208 


A, — 


Jetzt beginnt man hiermit dieselbe Rechnung: 
— (40'863 1085-0865 —- 0775) 


9966 25966 


D-FAIB 
(+ 0.0332 — 00418 00333 00298) 


/-4- 00287 00287 -1- 00257 
— 0,0361 00453 — 
— 00287-008361 — 00258 

0.0257 0.0323 — 0.0258 00231 


421 4579 45936 — 462 — 332 
1579 — 268 — 418 +532 + 418 

| 4536 — 418 — 120 + 554 333 
4532 4554 + 23 — 298 

332 1418 1333 — 298 -+ 385 
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BUCHBESPRECHUNGEN 


(Die hier angezeigten Bücher sind dureh die VDI-Buchhandlung Berlin NW 7, Ingenieurhaus, zu beziehen.) 


Dr. M. HERZBERGER, wissenschaftl. Mitarbeiter 
bei Carl Zeiß in Jena, Strahlenoptik. Bd. 35 
ler Sammlung „Die Grundlehren der mathemati- 
schen Wissenschaften“ herausgeg. v. R. Courant. 
Julius Springer Verlag, Berlin 1931. 196 S. mit 
‘0 Abb. Preis geb. 19,40 M. 


Das Herzbergersche Buch hebt sich vorteilhaft 
hervor in der wachsenden Flut der Lehrbuehlite- 
ratur, die uns in ihren gelben, blauen und anders- 
farbigen Umschlägen allmählieh zu überschwem- 
men (droht: hier wird nicht zum »-ten Mal eine 
kaum erkennbare Variante früherer Bücher gelie- 
'ert. sondern mit der erstmaligen Darstellung eines 
wiehtigen Lehrgebietes einem wirklichen Bedürf- 
nis abzeholfen. Man muß bedenken, daß selbst In 
ler mathematischen Enzyklopädie im fünften 
Band der Artikel über geometrische Optik, im 
ılritten der über differentielle Liniengeometrie feh- 
len. Auch in anderen Sprachen ist mir keine 
ähnliche umfassende Darstellung der Strahlenoptik 
bekannt. So muß man das vorliegende Buch als 
einen ersten, mutigen Versuch werten und. was im 
folzenden an kritischen Bemerkungen vorgebracht 
wird. kann das große Verdienst des Autors nicht 
schmälern. 

Ob es zweekmäßig war, der eigentlichen Strah- 
lenoptik ein Kapitel über die Optik inhomogener 
Medien voranzustellen, erscheint mir zweifelhaft. 
Der Verf. konnte so seiner offenbaren Vorliebe 
für die Begründung von der Variationsrechnung 
her freien Lauf lassen und hat als Gewinn zu ver- 
zeiehnen, daß sieh auf diese Weise einige allge- 
meine Beziehungen eleganter ableiten. Allein, 
wenn dann für den Übergang zum eigentlichen 
(Gerenstand des Buches in S 8 in äußerster Knapp- 
heit eine „Zusammenstellung der Grundgesetze 
des ersten Teils“ unter der Voraussetzung der 
Homogenität gegeben wird, so ist damit ein für 
den Lernenden kaum verständlicher Ausgangs- 
punkt geboten. Unklar bleibt vor allem der Be- 
eriff „optische Abbildung“. Zunächst wird der 
Ausdruck ganz riehtige für die durch Brechungen 
und  Retlexionen erzeugte Transformation des 
Strahlenraumes verwandt, dann aber ist ganz un- 
vermittelt davon die Rede, daß „ein Linienelement 
punktweise abgebildet“ wird. Der einwandfreie 
Wer wäre offenbar der. die Theorie der Strahl- 
abbildung erst bis zur Ableitung der Brennpunkte 
und Brennflächen zu führen und dann darauf den 
Begriff der Punktabbildung zu stützen, 

Auffallend in dem ganzen Buch ist das völlige 
/urücktreten rein geometrischer Überlegungen. Hier 
hatsich der Verf. von den unmittelbaren Bedürfnissen 
der industriellen Praxis zu sehr leiten lassen, für 
die das „Durchreehnen“ des Strahles das vor allem 
wiehtige ist. Für den Lernenden aber ist es von 
weit erößerer Bedeutung. die einfachen zeome- 
trischen Tatbestände kennen zu lernen, die den 
Formeln zugrundeliegen. Daß z. B. bei der Breehung 
eines dünnen Bündels in einem Kugelpunkt die 
beiden Bilder (Brennpunkte) der Punktre’he anf 
einem Hauptstrahl zwei zu ihr perspektive Reihen 
mit nahe beieinander liegenden Perspektivitäts- 
zentren bilden. erhellt vieles. was in den Rech- 
nungen implieite enthalten ist. Neben den Vek- 
torformeln, die durehzehend Verwendung finden, 
sollten auch gelegentlich tensorielle Verknüpfun- 
ven angedeutet werden. So sind z. B. die recht 
unübersichtlichen drei Sturmschen Formeln nur 
ler Ausdruck einer sehr einfachen. fast auf der 
Hand liegenden. linearen Beziehung zwischen drei 
symmetrischen Tensoren. Die Gaußsche Abbil- 
ung wird naturgemäß ausführlich behandelt. doch 


vermißt man wieder eine ausreichende „eome- 
trische Charakterisierung der in Frage kommen- 
den Projektivität. Bei der Anwendung «des Matri- 
zenkalküls wäre eine Erklärung des gewählten 
Formalismus wünschenswert, 

Die Darstellung der Bildfehlertheorie oder der 
(esetze dritter Ordnung bietet immer  zroße 
Schwierigkeiten. Der Verf. zeht vondemBruns- 
schen Eikonal aus, gelangt so zu einem ganz 
allgemeinen Ansatz, besprieht dann die einzelnen 
Fehlerkomponenten und kommt erst zum Sehluß 
auf den Spezialfall einer einmaligen Breehung. 
Dieses Kapitel ist recht schwierig zu lesen. In 
den letzten Abschnitten des Buches werden wert 
volle neue Ergebnisse über Abbildung durch end- 
liehe Bündel mitgeteilt. an deren Auffindung der 
Verf. wesentlichen Anteil hatte. Überbliekt man 
noch einmal das Ganze, so muß man es als schöne 
leistung anerkennen und darf die Hoffnung aus- 
sprechen, daß der Verf. recht bald die Gelegen- 
heit zu neuer Durcharbeitung des Stoffes erhalten 
und auch nutzen möge, Mises. 328 


ABRAHAM, Theorie der Elektrizität. 
vollständig neubearbeitet von R., BECKER, 0. 
Prof. a. d. Techn, Hochschule Berlin. Bd. I: Ein- 
führung in die Maxwellsche Theorie 
der Elektrizität mit einem einleitenden Ab- 
schnitte über das Rechnen mit Vektorgrößen in 
der Physik, 9. Aufl. (Beriehtieter und dureh eine 
Sammlung von Beispielen erweiterter Abdruck (der 
8. Aufl) VII+258 S. m. 59 Fig. im Text. Leip- 
zig u. Berlin 1932, Verlag von B. G. Teubner. 
Preis 14.50 RM. 


Es spricht für den Wert (des Abrahamschen 
Buches. daß die jetzige Neubearbeitung wenigstens 
‚des ersten Bandes nicht in wesentlichen Zügen 
von der ursprünglichen Form abzuweichen braucht. 
Im einzelnen hat sich der neue Bearbeiter mit Er- 
folge bemüht, einiges Fehlende zu ergänzen (Elek- 
trostriktion. Skineffekt). hauptsächlich aber da zu 
kürzen. wo die weitere Entwieklung der Physik 
deutlich Entbehrliches ausscheiden läßt. Die Max- 
wellsche Theorie ist ja heute als eine abgeschlos- 
sene Zwiscehenstufe in der Physik anzusehen. wäh- 
rend sie zu der Zeit der ersten Auflagen des Buches 
noch mehr als ein ausbaufähizes Endziel betrachtet 
werden konnte. Die jetzige Darstellung zeichnet 
sich auch vielfach dureh größere Anschaulichkeit 
aus und wird dabei dureh zahlreiche Abbildungen 
unterstützt. die in dem alten Buche fast zanz 
fehlten. Nur ungern sehe ich allerdings eine Kür- 
zung: das ist der Wegfall der Beziehungen zwischen 
der alleemeinen Lagrangeschen Mechanik und der 
Maxwellschen Theorie, die Auffassung des „zvk- 
lischen Systems“. Sie spielt nieht nur in der 
historischen Entwicklung eine riehtunzgeben-de 
Rolle. sondern scheint mir auch heute noch im 
Unterricht nieht entbehrlich zu sein. zugleich war 
sie für weitere prinzipielle Entwieklungen vorbilil- 
lieh, die noch wachsende Bedeutunze gewinnen 
dürften. Das hindert aber nieht. das Buch auch in 
seiner neuen Form als ausgezeichnetes Lehrbuch 
zu empfehlen. 


Breslau, F. Noether. H 


H. v. MANGOLDT’ Einführung in die 
höhere Mathematik. Vollständige neu be- 
arbeitet und erweitert von K. KNOPP. Ba. T. I. 
Verlag S. Hirzel, Leipzig: 1931, 1932. Bd. T: 
Zahlen. Funktionen, Grenzwerte. Analytische Geo- 
metrie. Algebra, Mengenlehre. 5. u. 6. Aufl. XV]I 
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+ 585 8. 112 Fig. Preis geb. 22,50 M. Bd. U: 
Differentialreehnung. Unendliche Reihen, Elemente 
der Differentialeeometrie und der Funktionen- 
theorie. 6. Aufl. XVI + 684 S. 108 Fig. Preis 
geb. 25 M. 


Die rühmlichst bekannte „Einführung in die 
höhere Mathematik“ von H. v. Mangoldt. die 
seit dem Erscheinen der ersten Auflage des ersten 
Bandes im Jahr 1911 für ihre drei Bände bis 1930 
in vier bzw. fünf Auflagen erschienen ist, liegt 
nun in den beiden ersten Bänden in einer von 
K. Knopp besorgten Neubearbeitung vor; der 
dritte Band soll in der Neubearbeitung bald folgen. 

Das Manzoldtsche Werk verdankte seine 
eroße Beliebtheit bei Lehrenden und Lernenden 
der besonders gut geglückten Synthese von 
wissenschaftlicher Strenge und leichter Faßlich- 
keit. Der Neubearbeiter hat es mit großem Ge- 
schiek und Takt verstanden, diese Eigenart des 
Werks zu erhalten. Nach Ansicht des Referenten 
ist es ihm sogar gelungen, dureh schärfere Hervor- 
hebung «der wesentlichen Gesichtspunkte und 
straffere Zusammenfassung der Darstellung die 
Verständlichkeit und Eindringlichkeit des alten 
„Mangoldt“ noch zu erhöhen. In sachlieher Hin- 
sieht ist die neue Ausgabe den früheren zweifel- 
los überlegen. Das Werk wird daher in der neuen, 
auch in der äußeren Ausstattung verschönten Ge- 
stalt zweifellos seinen bevorzugten Platz in der 
l,ehrbuchliteratur behaupten und zahlreiche neue 
Freunde gewinnen. 

Was zunächst den Inhalt des ersten Bandes be- 
trifft, so hat der Herausgeber den kurzen. den 
Elementen der Wahrscheinlichkeitsreehnung ge- 
widmeten Abschnitt fortgelassen. Dafür ist die 
Behandlung «ler übrigen Gegenstände durchweg 
vertieft und erweitert worden. Die Darstellung 
der Analysis im alten „Mangoldt“ litt nach An- 
sicht des Referenten «arunter, «daß einerseits der 
Begriff der Zahlenfolge nicht stark genug in den 
Vordergrund gestellt wurde, und dab andererseits 
der Begriff des Häufungspunktes fast unbenutzt 
blieb. Die Behebung dieser Nachteile hat eine 
eründliche Umgestaltunz der betreffenden Ab- 
sechnitte erforderlich gemacht. Ferner hat der 
Herausgeber die Behandlung des Zahlbegriffs einer 
erundsätzlichen Änderung unterzogen. Den Aus- 
eangspunkt dieser  prinzipiellen  Erörterungen 
bildet jetzt der Abschnitt III des ersten Bandes, 
in dem — nach einer kurzen Auseinamdersetzung 
über das Gesetz der vollständigen Induktion — die 
Kigenschaften des Körpers der rationalen Zahlen 
in axiomatischer Formulierung vorgetrazen werden 
und. nach mannigfachen Anwendungen der 
Rechengesetze der Arithmetik. zur Vorbereitung 
auf die später zu behandelnden Grenzprozesse (der 
Begriff der Nullfolge eingeführt wird. Dem 
Zahlbegriff gewidmet sind ferner die Abschnitte IV 
(Das System der reellen Zahlen) und VII (Das 
System der komplexen Zahlen). «die ebenso wie V 
(Potenzen. Wurzeln. Logarithmen,. Winkelmessung) 
infolge der Präzisierung «les Ausgangspunktes neu 
vestaltet werden mußten. Die stärkere Betonung 
des Begriffs der Zahlenfolge macht sieh besonders 
in den Abschnitten X (Grenzwerte) und XII 
'Stetirkeit) sowie durchweg im zweiten Bande des 
Werks bemerkbar. Zwischen den Abschnitten über 
Grenzwerte und Stetirekeit steht ein neuer Ab- 
schnitt (XI: Zahlen- und Punktmengen), der einige 
Grundbegriffe der abstrakten Mengenlehre (Aqui- 
valenz. Abzählbarkeit) und die im modernen Auf- 
bau der Analysis unentbehrlichen Begriffe aus der 
Punktmengenlehre bringt. Geringere Änderungen 
erundsätzlicher Art, aber zahlreiche Erweite- 
runeen des Stoffs weisen die übrigen Abschnitte 
auf: I (Permutationen und Kombinationen: hier 
wird man die Einführung «des Gruppenbegriffs be- 


grüßen, der bisher in dem Werk keinen Platz ge- 
funden hatte). II ( Determinanten), VI (Grund- 
begriffe der analytischen Geometrie), VIII (Ver- 
änderliche und Funktion), IX (Gerade und Ebene). 

Im zweiten Band ist die Gliederung des Stoffs 
im wesentlichen beibehalten worden. Die grund- 
sätzliche Umgestaltung des ersten Bandes hat aber 
den Herausgeber veranlaßt, die Darstellung im 
einzelnen neu zu formen und zu ergänzen, was 
sich schon äußerlich in einem Anwachsen des 
Bandes um etwa 100 Seiten bemerkbar macht. Zur 
Orientierung über den reichen Inhalt seien die Ab- 
schnitte dieses Bandes aufgeführt: I. Grundregeln 
der Differentialrecehnung für Funktionen einer 
Veränderlichen. Il. Mittelwertsatz und Taylor- 
scher Satz, Anwendungen. Ill. Minima und 
Maxima, Grenzwerte, Differentiale. IV. Unendliche 
Reihen. V. Grenzwerte und Stetigkeit der Funk- 
tionen von mehreren Veränderlichen. VI. Aus- 
dehnung der Differentialrechnung auf Funktionen 
von mehreren Veränderlichen. VII. Unentwickelie 
Funktionen, Minima und Maxima der Funktionen 
von mehreren Veränderlichen. VIII. Die Begriffe 
Kurve und Fläche. IX. Kurven und Flächen 
zweiten Grades. X. Elemente der Differential- 
geometrie. XI. Zahlenfolgen mit komplexen Glie- 
dern und Funktionen einer komplexen Veränder- 
lichen. XU. Analytische Funktionen und kon- 
forme Abbildung. 

Das Werk kann in dieser Neubearbeitung allen 
mathematisch Interessierten auf das wärmste emp- 
fohlen werden, nieht nur den Mathematikern. son- 
dern auch den Naturwissenschaftlern und Tech- 
nikern, die hier in mustergeültizer Klarheit und Zu- 
verlässigrkeit fast alles finden, was sie aus «der 
Mathematik brauchen. und außerdem durch zahl- 
reiche anregende Hinweise auf tiefer liegende 
mathematische Probleme aufmerksam gemacht 
werden. 


Berlin, G. Feiel. 311 


A. 8. EDDINGTON, Das Weltbild der 
Physik und ein Versuch seiner philosophischen 
Deutung (The nature of the physical world). Aus 
dem Englischen übersetzt von Marie Freifrau 
Rausch v. Traubenberz und H. Diesselhorst. Ver- 
lag Friedrich Vieweg & Sohn, Braunschweig 1931. 
VIII + 356 S. 


Der Verf, stellt sich als erste Aufgabe, den Um- 
schwung des physikalischen Denkens, der durch 
den Sturz der klassischen Physik und die Ent- 
stehung von Relativitätstheorie und Q@uanten- 
mechanik gekennzeichnet ist, dem Leser klar und 
plastisch ohne Reehnungen vor Augen zu führen. 
Wer also diese Dinge in der üblichen schul- 
mäßigen Darstellung einigermaßen kennt, wird 
mit großem Nutzen und großer Freude nun ihren 
eirentlichen Sinn zu erfassen lernen: er wird 
sehen. was die neuen Lehren nun wirklich Neues 
über die konkrete Welt aussagen. Da sich oft 
erade für den durehschnittlichen Studenten «dieses 
Neue hinter den mathematischen Formeln ver- 
steckt, ist es sehr wertvoll, eine Darstellung zu 
haben, die von den neuen Aussagen über die kon- 
krete Welt ausgeht und diese, nicht ilie Formeln. 
in den Vordergrund stellt. 

Der Verf. sieht in dieser Darstellunz aber nur 
die Grundlage zu einer philosophischen Aus- 
deutung. Mit der übliehen Schulphilosophie ist 
auch der Verf. der Ansicht, daß sich auf der Basis 
der Physik nun eine ganz andere Wissenschaft. 
die Philosophie, aufbauen lasse. Er entwickelt so 
die Beziehung zwischen Physik und Willensfrei- 
heit. Physik und Religion, Wissenschaft und 
Mystizismus u. a. Diese Betrachtungen sind mehr 


d 

A 

K 

\ 

a 

h 

k 

B 

k 

pP 

h 

S 

I. 

S 

d 

p 

F 

N 

S 

\ 

\ 

d 

| 

| \ 

d 

d 

( 

| 

I 

l 

1 

\ 

| 


Band 13, Heft I 
Februar 1933 


Buchbesprechungen 63 


refühlsmäßiger Art, und es wäre ein Irrtum zu 
rlauben, daß sie irgendwie notwendig aus der 
neuen Physik folgen, was ja der Verf. wohl auch 
sieht sagen will. An manchen Stellen scheint es 
loch. daß die Leichtigkeit, mit der solche Aus- 
deutungen sieh einstellen, mit einer gewissen Un- 
sieherheit in der Verwendung der Grundbegriffe 
‚ısammenhängen. Vielleicht sei für den Leser- 
kreis dieser Zeitschrift nur hervorgehoben, dab 
vieles sich aus dem Festhalten des Verf. an dem 
subjektiven Wahrscheinlichkeitsbegriff ergibt, nach 
lem jede Wahrscheinlichkeit nur vom Grade der 
Information abhängt. So sagt er „Ich empfinde es 
als einen besonders unbefriedigenden Zug der 
(Juantentheorie, daß sie sie dieser Tatsache kaum 
bewußt zu sein scheint und es uns überläßt, die 
(Grundlagen an Informationen zu erraten, auf 
welehe sich ihre Wahrscheinlichkeitstheoreme be- 
ziehen.“ 

Max man darüber denken wie man will, so ist 
kein Zweifel, daß Eddingtons vorliegendes 
Buch wie vielleicht kein anderes geeignet ist, den 
konkreten (Gehalt «der neuen Theorien sieh deutlich 
und eindringlich vor Augen zu führen. Auch die 
philosophischen „Ausdeutungen“ sind unmittel- 
barer und faßbarer formuliert als es in Ähnlichen 
Schriften der Fall zu sein pflegt, so daß jeder 
l‚eser in die Lage versetzt wird, sich über den 
Sinn derartiger Betrachtungen ein Urteil zu bilden. 
Es wäre sehr wünschenswert, wenn unsere Stu- 
dierenden der Physik wie auch alle, die sich für 
physikalische Fragen interessieren, sich aus diesem 
Buch neben den üblichen Lehrbüchern ihre Kennt- 
nisse holten. 


Prag. Philipp Frank. 325 


Dr. P.A.M. DIRAGC, Fellow of St. John’s College. 
Cambridge. Die Prinzipien der Quan- 
tenmechanik. Ins Deutsche übertragen von 
Dr. Werner BLOCH. Berlin. Verlae S. Hirzel, 
Leipzig 1930. XI+ 274 S. Preis geb. 20 M. 


Es gibt zwei Gestalten der modernen Quanten- 
meehanik, die inhaltlich übereinstimmen, ihrem 
mathematischen Gewand nach aber ganz ver- 
schieden sind: die Heisenberz-Bornsche 
Matrizenmechanik und die Schrödingersche 
Wellenmechanik. Diraec gibt in dem vorliegen- 
den Buch wie in seinen früheren Arbeiten eine 
Darstellung, die so allgemein gefaßt ist, daß sie 
Matrizenmechanik und Wellenmechanik als Son- 
derfälle umfaßt. Das hat den Vorteil, daß überall 
las lorische Gerüst ohne formale Zutaten ganz 
deutlich vor Augen tritt. Das Buch ist sehr lesbar 
vreschrieben: alle mathematischen Sätze und PBe- 
vriffe, die nicht allgemein bekannt sind, werden 
ausführlich entwickelt, so daß diese Darstellung 
der Quantenmechanik jedem empfohlen werden 
kann, der Sinn für abstrakte Entwicklungen hat 
und mit den experimentellen Grundlagen wenig- 
stens oberflächlich vertraut ist. Besonders soll 
noch das sehr gelungene erste Kapitel hervor- 
vehoben werden, in dem der so oft mißverstandene 
„indeterministische“ Charakter der Quantenmecha- 
nik an einem einfachen Beispiel verständlich ge- 
macht wird, als welches im Gegensatz zu den 
me’sten Lehrbichern nicht ein Teilchen gewählt 
wird, dessen Lage und Geschwindigkeit nicht zu- 
„leich streng definiert werden können, sondern 
“in Liehtquant, dessen Ort und Polarisationszustand 
ıicht in jedem Zeitpunkt festgelegt werden kann. 
Ks wird sehr deutlich darauf hingewiesen, daß 
le physikalische Theorie nur auf Fragen nach 
lem Ausfall eines Experimentes, aber nieht nach 
»inem abstrakten „Sein“ eine Antwort geben kann. 


Prag. Philipp Frank. 325 


WALTHER GERLACH, o. ö. Prof. an der Uni- 
versität Tübingen. Überdas Wesen physi- 
kalischer Erkenntnis und Gesetz- 
mäßigekeit. Philosophie und Geschichte. Eine 
Sammlung von Vorträgen und Schriften aus dem 
(‚ebiet der Philosophie und Geschichte. Nr. 16. 
30 8. Verlag J. ©. B. Mohr (Paul Siebeck), Tü- 
binzen 1927. Preis 1,50 M. 


Der Verf. erläutert mit großer Anschaulichkeit 
und Präzision, auf was für Art von Fragen die 
physikalische Forschung eine Antwort geben kann, 
insbesonders die Bedeutung des Vorhandenseins 
sehr vieler gleichbeschaffener Gebilde für den Cha- 
rakter der physikalischen Sätze. Die Beziehungen 
zu der Art nieht-physikalischer Fragen wird öfters 
restreift, ohne daß der Verf. hierin einen be- 
stimmten Standpunkt einnehmen würde. 


Prag. Philipp Frank. 325 


Ferner sind bei der Sehriftleitung folgende 
sücher eingegangen (ausführliche Besprechung 
bleibt vorbehalten): 


Dr. P. RIEBESELL, a. 0. Prof. an der Ham- 
burgeischen Universität. Mathematische 
Statistik und Biometrik. 28d.Samm- 
lung 
nische Bücherei“, herausgeg. v. E. WASSERLOOS 
u G. WOLFF. Frankfurt a. M. und Berlin 1932, 
Verlag Otto Salle. 57 SS. m. 15 Abb. im Text. 
Preis geb. 240 M. 


Dr.-Ing. F. LAWACZEK, Turbinen und 
Pumpen. Theorie und Praxis. Berlin 1932. 
Julius Springer Verlag. VI 208S.m. 208 Abb. im 
Text. Preis geb. 22,50 M. 


Dr. KYRILL POPOFF, o. Prof. a. d. Univ. Sofia, 
Das Hauptproblem der äußeren Bal- 
listikim Liehte dermodernen Mathe- 
matik. Bd. XI d. Sammlg. „Mathematik und 
ihre Anwendungen in Monographien und Lehr- 
büchern“, Leipzig 1932. Akadem,  Verlassges. 
m.b.H. XI + 214 S. m. 9 Textfig. Preis geb. 18 M. 


Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik. 
Herauszeg. v. «d. Preuß. Akademie der Wissen- 
schaften.  Sehriftleiter Georg FEIGL. Bd. 51, 
Jahrgang 1925. S.-H. Angewandte Mathe- 
matik. Berlin u, Leipzig 1932. Walter de Gruy- 
ter & Co. 220 8. Preis 22,40 M. 


Dr.-Ing. RUTHARD GERMAR, Die Getriebe 
für Normaldrehzahlen. Neue Rechnungs- 
wege und Hilfstafeln für den Konstrukteur. Mit 
einem Vorwort von Prof. Dr.-Ing. G. SCHLESIN- 
GER, Berlin. Berlin 1932. Julius Springer Verlag. 
62 S. m. 32 Textabb. und 31 Tafeln. Preis kart. 
9.60 M. 


H. KAYSER, Prof. d. Physik a. dd. Univ. Bonn, 
und H. KONEN, Prof, d. Physik a. d. Univ. Bonn, 
Handbuch der Speetroscopie. 8 Bil. 
1. Lieferg. Leipzig 1932, S. Hirzel Verlag. IV + 
654 


Dr. HEINRICH BLASIUS, Studienrat an «(en 
Teehn. Staatslehranstalten zu Hamburg. Mecha- 
nik. Physikalische Grundlagen vom teehnischen 
Standpunkt. 1. Teil: Statik. Hamburg 1932. 
Boysen & Maasch. VIII + 178 S. m. 191 Fig. 
Preis geb, 6.75 M. 


Mitteilungen des Hydraulischen Instituts der 
Technischen Hochschule München. Hrsgr. v. In- 
stitutsvorstand D. THOMA, Dr.-Ing., o. Prof. 
Heft 5. 67 S. m. 76 Abb. München u. Berlin 1932. 
Verlag von R. Oldenbourg. Preis geh. 4,60 M. 
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64 Nachrichten 


Ztsehr. f. angew. 
Math. und Mech. 


Technische Übungsaufgaben für darstellende Geo- 
metrie hrsg. v. Dr. ERWIN KRUPPA, o. ö. Prof, 
a. d. Techn. Hochsch. in Wien. 2, Mappe. Leipzig 
u. Wien 1933. Franz Deuticke Verlag, Preis 2M. 
jedes einzelne Blatt —.20 M. 


Dr. phil. LUDWIG FÖPPL, o. Prof. a. d. Techn. 


Hochseh. München, Aufgaben aus Tech- 


nischer Mechanik, Oberstufe. Höhere 
Festirkeitslehre, Flurmechanik. Ähnlichkeits- 


mechanik, Dynamik «ler Wellen. München u. Ber- 
lin 1932. R. Oldenbourg Verlag. V + 106 S. mit 74 
\bb, im Text, Preis kart. 7M. 


CORREA MOYLAN WALSH, An Attemp- 
teil Proof of Fermat's last Theorem 
by a New Method. New York 1932, G. E. 
Stechert & Co. 418. Preis kart. 18. 


H. HAHN, 0. Prof. a. d. Universität Wien. 
keelle Funktionen. I. Teil: Punktfunk- 
tionen, Bd. 13, 1. d. Sammlge. „Mathematik 
ihre Anwendungen in Monographien und Lehr- 
büchern“. Leipzig 1932, Akadem. Verlagsgesell- 
schaft m. b. H. XI + 410 S. Preis geb. 32 M. 


T. LEVI-CIVITA, Prof. a. d. Univ, Rom, Mit- 
elied des Instituts, Caracteristiques des 
systemes differentiels et propaga- 
tion des ondes. Aus «lem Italienischen ins 
Französische übersetzt von M. Brelot. Paris 1932. 
Librairie Felix Alcan. X + 114 S. Preis ffres. 20. 


Dr.-Ing. DIETRICH RÜHL, Berechnung 
eeeliederter Knicekstäbe. Berlin 1932, 
VDI-Verlag. X + 90 8. m. 15 Abb. u. 7 Zahleniaf, 
Preis 550 M. 


WILHELM H. WESTPHAL, a. 0. Prof. der 
Physik an der Universität Berlin und Leiter der 
physikalischen Übungen an der Techn. Hochschule 
Berlin. Physik. Ein Lehrbuch für Studierende 
an den Universitäten und Technischen Hoch- 
schulen. 3. Aufl, Berlin 1933. Verlag von Julius 
Springer, XV + 596 8. m. 503 Abb. Preis 
19.80 M. 


HOPFNER, (hefastronom des Bundesamtes 
für Eich- und Vermessungswesen in Wien, 
Physikalische Geodäsie. Bd. XIV d. 
Sammlg. „Mathematik und ihre Anwendungen in 
Monographien und Lehrbüchern“. Leipzig 1933. 
Akademische Verlagsgesellschaft m. b. H. XI + 
434 S. m. 49 Fig. im Text. Preis geb. 31 M., 


Prof. Dr. HEINRICH DÖRRIE, Triumph der 
Mathematik. Hundert berühmte Probleme aus 
„wei Jahrtausenden mathematischer Kultur. Bres- 
lau 1933. Verlag von Ferdinand Hirt. VII + 
584 S. m. 112 Abb, Preis geb. 9 M. 


Dr. G. HOHEISEL, a. 0. Prof. a. d. Univ. Bres- 
lau, Aufgabensammlung zu den ge- 
wöhnlichen und partiellen Differen- 
tialgeleichungen. Sammlung Göschen, 
Bd. 1059. 148 S. Berlin u. Leipzig 1933, Walter de 
(Gruyter & Co, Preis 1.62 M. 


Dr. CLEMENS SCHAEFER, o. ö. Prof. «der 
Physik a. d. Universität Breslau. Einführung 
in dietheoretische Physik in drei Bän- 
den, 3. Bd. 1. Teil: Elektrodynamik 
Optik. VII + 918 S. m. 235 Fig. im Text. 
Berlin u. Leipzig 1932. Verlag Walter de Gruyter 
x Co. Preis geb. 40 M. 


NACHRICHTEN 


Gesellschaft für angewandte Mathema:ik und 
Mechanik. 
Ortseruppe Berlin. 

Am 15. Februar sprach Hr. Priv.-Doz. Dr. 
H. Fromm-Berlin in der Technischen Hoch- 
schule Charlottenburg über „Ansätze «ler Konti- 
nuumsmechanik, insbesondere für zähplastische 
isotrope Stoffe“. 

Prager Mitelieder. 

Am 25. Januar hielt Hr. Dr. techn. Ing. 
A. Freudenthal-Prag einen Vortrag über 
„Theorie der Verbundstützen für hohe Lasten“. 


Deutscher Verein für Versicherungswissenschaft. 

Vom 8. bis 10. Dezember v. J. fand in Berlin (lie 
Miteliederversammlung des Deutschen Vereins für 
Versicherungswissenschaft statt. In der Abteilung 
für Versicherungsmathematik sprach Hr. Prof. 
v. Mises über «die „Vorausbereehnung von Um- 
fang und  Altersschiehtung der Bevölkerung 
Deutschlands“. Der Vortrag wird im April-Heft 
‚der Blätter für Versicherumesmathematik und ver- 
wandte Gebiete erscheinen. 


Persönliches. 

Am 2. Januar vollendete Geh, Reg.-Rat Prof. Dr. 
Carl Cranz, der angesehene Senior der deut- 
schen Ballistiker. das 75. Lebensjahr. Am 10. Fe- 
bruar konnte Cranz sein fünfzigjähriges Doktor- 
jubiläum begehen. Auf seine großen Verdienste 
wurde an «dieser Stelle schon bei Gelegenheit 
seines 70, Geburtstages hingewiesen), 

Am 23. ‚Januar feierte Hr. Oberstudiendirektor 
Prof. Dr. W. Lorey. Dozent am Institut fur 
Versicherungswissenschaft der Universität Leipzig. 
seinen 60. Geburtstag. 

Hr. Priv.-Dozt. Dr. H. Schmehl. bisher Obser- 
vator am Geodätischen Institut in Potsdam, ist 
zum Abteilungsvorsteher mit der Bezeichnung Pro- 
fessor ernannt worden. 

Der Göttinger Priv.-Doz. Dr.-Ing. W, Prager 
hat einen Ruf auf «den Lehrstuhl «der technischen 
Mechanik an der Technischen Hochschule Karls- 
ruhe als Nachfolger von Prof. Max Tolle ange- 
nommen. 


1) Diese Zeitschrift Band (1928) S. 81. 


Einbanddecken für den Jahrgang 1932. 


Erst dureh das Einbinden wird der beendete Jahrgang zu einem handlichen und übersichtlichen 
Nachschlagewerk. so daß man seinen Inhalt jederzeit bequem auswerten kann. Wir haben deshalb auch 
für den Jahrgang 1932 der Zeitschrift für angewandte Mathematik und Mechanik wieder Einbanddecken 
herstellen lassen. die zum Preise von 2.25 RM (für VDI-Mitglieder 2.—) durch jede Buchhandlung 


bezogen werden können. 
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